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Abstract. This is a survey note on the mirror symmetry for weighted homogeneous
isolated hypersurface singularities (Landau—Ginzburg orbifolds) in two dimension. After
giving the definition of regular weight systems, duality of weight systems (= topological
mirror symmetry) and some triangulated categories associated to weight systems includ-
ing triangulated categories of graded matrix factorizations, we study properties of these
triangulated catogories motivated by homological mirror symmetry.

1. はじめに

有限次元代数の表現論とMaximal Cohen-Macaulay加群の表現論はとても似ている

このように感じておられた方は多いのではないでしょうか．
ある良い状況下では，これは単なる類似ではなくそれぞれに付随する三角圏 (triangu-

lated category)の間にミラー対称性という背景から自然に導かれる三角同値 (triangulated
equivalence)があることの反映である，ということを説明するのが目的です．

この報告集では，まず簡単にミラー対称性の背景を述べたのち，特異点の位相的ミラー
対称性について具体的に説明します．次に，特異点に付随したいくつかの互いに同値な三
角圏を導入します．その一つが次数付きMaximal Cohen-Macaulay加群のなす三角圏で
す．そして位相的ミラー対称性のカテゴリー化 (categorification) であるところのホモ
ロジー的ミラー対称性により，それらの三角圏が持つべき性質について議論し，数学的予
想として述べます．最後にいくつかの例に対してその予想が正しいこと，つまり，特異点
に付随したこれらの三角圏が，ある有限次元代数の表現の導来圏と三角同値になることを
述べます．

2. ミラー対称性の物理的背景

弦理論では, 点ではなく 1次元の自由度を持った弦が世界を記述すると考えます. 例え
ば我々が日常観測する粒子は, 弦の振動によって表現されます. いくつもの弦が時間発展・
相互作用することにより, 複雑に穴の空いた 2次元面Σができます. 非常に大雑把な言い
方ですが, 時空X上の弦理論とは, 写像Σ→ Xおよび超対称性等が定める付加的構造の
全体のなす空間Mを解析することです.
Xを n次元カラビ・ヤウ多様体, 標準束KX が自明な複素 n次元射影的多様体, としま

しょう. このときカラビ・ヤウ多様体X上, N = 2の超対称性を持つ超弦理論を考えるこ
とができます. 驚くべきことに, それが別のカラビ・ヤウ多様体 Y 上のN = 2の超対称性
を持つ超弦理論と「等価」になること, つまり両者から得られる物理量が全て一致すると

The detailed version of this paper may be submitted for publication elsewhere or put on the internet.
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いう現象が発見されました. この現象のことをミラー対称性とよび, とくに Y をX のミ
ラー多様体と呼びます.

さらに, N = 2の超対称性を持つ超弦理論に「ひねり」といわれる操作を施すことに
よって, 2種類の弦理論, A模型と呼ばれる (複素化された)ケーラー形式の変形を司る理
論およびB模型と呼ばれる複素構造の変形を司る理論, が得られます. このとき,

X上のA模型
ミラー対称性⇐⇒ Y 上のB模型(2.1)

という関係があります. この対応を調べることで, 数学的に豊かな結果や予想が次々と現
れます. ミラー対称性を仮定すれば, 片側の比較的容易に調べられる量を用いて, 反対側
の非常に難しい量を調べることができるからです.

有名な例をあげると, XとY を 3次元カラビ・ヤウ多様体とするとき, Xの有理Gromov-
Witen不変量 (P1からXへの正則写像の数)の母函数を Y の正則 3形式の周期を用いて具
体的に書き下せる, ということがあります.

3. ミラー対称性の数学的側面

上の対応(2.1)に関して, 次は数学的に自然ですが非常に難しい問いです.

(1) Xや Y としてどのような幾何学的対象を取るのか.
(2) A模型やB模型というのは, Xに対して何を対応させることなのか.
(3) X に対して, ミラー多様体 Y をどのように見つけるか．

これらの「完全な」答えはわかっていません．しかし，次のような現象が知られています．

例 1 (古典的ミラー対称性). X,Y をXを n次元カラビ・ヤウ多様体とし, A(X)をXの
量子コホモロジー環, B(Y ) :=

⊕
p,qH

q(Y,∧pTY )とします. 環としてA(X) � B(Y )のと

き，対 (X, Y )は古典的ミラー対であるといいます.
ベクトル空間としてはA(X) � ⊕p,qHq(X,∧pT ∗X)なので, (X, Y )が古典的ミラー対で

あるとき, ホッジ数 hp,q(X) := dimCH
q(X,∧pT ∗X)の間に

hp,q(X) = hn−p,q(Y )(3.1)

という関係 (位相的ミラー対称性)が成り立ちます. そのため，うまくホッジ数を並べた絵
を書くと, hp,q(Y )達は鏡に写った hp,q(X)達の像のように見えます. これがミラー対称性
の名前の由来となっています. hp,q(X) = hn−p,q(Y )という関係をみたすカラビ・ヤウ多様
体の組 (X,Y ) は位相的ミラー対と呼ばれ, Greene-Plesserのオービフォールド構成やその
一般化である反射的多面体 (reflexive polytope)を用いたBatyrevの方法によって大量に構
成することができます.

例 2 (ホモロジー的ミラー対称性). Xをシンプレクティック多様体, Y を射影的代数多様
体とします. またA(X)として, X上のラグランジアン部分多様体とその上の直線束のな
す深谷圏 F(X)の導来圏DbF(X)を, B(Y )として Y 上の連接層の有界複体のなす導来
圏Db(Y )をとります. 三角圏として A(X) � B(Y ), B(X) � A(Y )が成り立つとき, 対
(X, Y )はホモロジー的ミラー対であるといいます. 楕円曲線 (2次元トーラス )に対する
ホモロジー的ミラー対称性は，テータ函数の和公式に基づいて, 深谷賢治らによって証明
されています．

最も注目すべき点は，ミラー対称性で，

X上のシンプレクティック幾何学
ミラー対称性⇐⇒ Y 上の複素幾何学(3.2)

—152—



という, 全く異なる幾何学が結びつくということです.

4. 正規ウェイト系

ここで一度話題を変え，次のような組み合わせ論的対象を考えることにしましょう．こ
の節の内容は，多少記号法は変えていますが，基本的に齋藤恭司の論文 [11]に基づいてい
ます．個々の結果に関するより詳しい文献は [11]の文献表を御覧ください．

定義 3. a, b, c, h ∈ Z>0, gcd(a, b, c, h) = 1とする. このとき組W := (a, b, c;h)が正規
weight系 (regular weight system)であるとは,

χ(W, t) :=
(1− t1− a

h )(1− t1− b
h )(1− t1− c

h )

(1− t ah )(1− t bh )(1− t ch )
(4.1)

が t
1
h の多項式となることとする.

このとき次のことが齋藤恭司によって示されています．

定理 4. 次は同値.

(1) W = (a, b, c;h)は正規weight系.
(2) Eulerの方程式

EW fW = fW , EW :=
a

h
· x ∂
∂x
+
b

h
· y ∂
∂y
+
c

h
· z ∂
∂z

(4.2)

を満たす 3変数の多項式 fW (x, y, z)を一般的に (genericに )取るとき,

XW,0 := {(x, y, z) ∈ C3 | fW (x, y, z) = 0}(4.3)

は, 原点のみに高々孤立特異点を持つ.

正規ウェイト系W が与えられ，一般の fW を一つ固定したとき，RW := C[x, y, z]/(fW )
とおくことにします．ウェイト a, b, cにより，次のように自然に次数付き環になります:

RW = ⊕d∈ 2
h
Z≥0RW,d, RW,d := {g ∈ RW | 2EWg = dg}.(4.4)

注意 5. W = (a, b, c;h)が正規weight系のとき,

JW := C[x, y, z]
/(

∂fW
∂x

,
∂fW
∂y

,
∂fW
∂z

)
(4.5)

は有限次元次数付きC-代数となり, とくに χ(W, t)は JW の Poincaré多項式です.

例 6. (Al 型正規weight系 )
W = (1, b, l + 1− b; l + 1)としましょう (bは 0 < b < l + 1を満たす整数 ). このとき定義
により

χ(W, t) =
1− t

l
l+1

1− t
1
l+1

(4.6)

となります. fW (x, y, z) = x
l+1 + yzと取ることができて,

JW � C[x]/(xl)(4.7)

となること，そのPoincaré多項式が χ(W, t)で与えられることはすぐにわかります．
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次に，正規weight系W = (a, b, c;h)に対していくつか不変量を定義していきます．

定義 7. χ(W, 1)を µW で表し, Milnor数と呼ぶ. とくに

µW = dimC JW =
(h− a)(h− b)(h− c)

abc
.(4.8)

注意 8. 平坦構造 (flat structure)またはフロベニウス構造 (Frobenius structure)の観点か
らは，階数と呼ばれます．

定義 9. 有理数

nW := (1− 2a
h
) + (1− 2b

h
) + (1− 2c

h
) = 3− 2a+ b+ c

h
(4.9)

を正規weight系の次元と呼ぶ.

定義 10. εW := a+ b+ c− hとおき，最小指数 (minimal exponent)と呼ぶ．

注意 11. 後で見るように，εW は超平面特異点RW の標準加群 (canonical module)の次数
を与えます．そして次数付き特異点の三角圏の構造に関して重要な役割を果たします．

εW を用いて，次のように正規ウェイト系を粗く分類することができます．

事実 12. (1) εW > 0ならば εW = 1 (後で導入する, 正規ウェイト系の多重度に関する
定理から従います ). とくにW はADE特異点に対応する 5種類 :

正規ウェイト系W fW 特異点の型

(1, b, l + 1− b; l + 1) xl+1 + yz Al 型特異点

(2, l − 2, l − 1; 2l − 2) xl−1 + xy2 + z2 Dl 型特異点

(3, 4, 6; 12) x4 + y3 + z2 E6型特異点

(6, 4, 9; 18) x3 + xy3 + z2 E7型特異点
(6, 10, 15; 30) x5 + y3 + z2 E8型特異点

(2) εW = 0ならば，W は単純楕円型特異点に対応する 3種類 :

正規ウェイト系W fW 特異点の型

(1, 1, 1; 3) x3 + y3 + z3 Ẽ6型特異点

(1, 1, 2; 4) x4 + y4 + z2 Ẽ7型特異点

(1, 2, 3; 6) x6 + y3 + z2 Ẽ8型特異点

(3) εW < 0の正規ウェイト系W は無限個存在する．ただし εW を固定するごとに有限
個である．

さらに不変量の定義を続けます．

定義 13. χ(W, t)は t
1
h の多項式だったので，

χ(W, t) =

µW∑

i=1

tpi, 0 =: p1 < p2 ≤ . . . pµ−1 < pµ := nW , pi ∈
1

h
Z≥0(4.10)

のように展開できる．整数mi := h·pi+εW のことを，正規ウェイト系Wの指数(exponent)
と呼ぶ．
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注意 14. χ(W, t)の定義により

χ(W, t−1) = tnWχ(W, t)(4.11)

となるので，piおよび指数miたちの間に次の双対性がある :

pi + pµW−i+1 = nW , mi +mµW−i+1 = h, i = 1, . . . , µW .(4.12)

正規ウェイト系W に対して，指数が k(∈ Z)となるものの個数をmultW (k)であらわす
ことにします．

定義 15. multW := multW (−1) +multW (1)とおき，正規ウェイト系の多重度 (multip-
ulicity)と呼ぶ．

次は重要な結果ですが，ここではその役割について述べることはできません．

定理 16. 正規ウェイト系W に対して，多重度は常に 1以上 (multW ≥ 1).

さらに，もう少し幾何学的な情報をW から取り出しましょう．

定義 17. gW := multW (0)とおき，正規ウェイト系の種数 (genus)と呼ぶ．

定理 18. 正規ウェイト系W に対して, 射影スキームCW := Proj(RW ) = XW,0\{0}/C∗は
1次元の滑らかな射影的代数多様体となる．とくに，その種数 g(CW )は gW である．

次数付き環RW はRW, 2
h
の元から生成されていないので，より精密に，商スタックCW :=

Proj(RW ) = [XW,0\{0}/C∗]を考えることができます．別の言い方をすると，CW の情報に
加えて，ウェイトで自然に定まるC∗作用に関する固定点と固定化群の情報 (オービフォー
ルドデータ)を付け加えたものが商スタック CW です．この固定化群のデータも正規ウェ
イト系W から次のように算術的に読みとることが出来ます．

定義 19. 正規ウェイト系W = (a1, a2, a3;h)に対して，

m(ai, aj : h) := *{(u, v) ∈ (Z≥0)2 | aiu+ ajv = h}(4.13)

とおく．次の正の整数からなる多重集合 (multi-set)

A′W :=

{
ai |

h

ai
/∈ Z, i = 1, 2, 3

}∐{
gcd(ai, aj)

(m(ai,aj :h)−1) | 1 ≤ i < j ≤ 3
}

(4.14)

を考える．ここで記号 gcd(ai, aj)
(m(ai,aj :h)−1)で，(m(ai, aj : h)− 1)個の gcd(ai, aj)をA′W

に含めるということをあらわす．A′W の中で 1に等しいものを除いた多重集合をα1 ≤ α2 ≤
· · · ≤ αr と規格化しておき，AW = (α1, ...,αr)と書く．AW を正規ウェイト系W の標識
(signature)と呼ぶ.

最後に，もう一つ重要な概念を与えておきます．

定義 20. W の特性多項式 (characteristic polynomial)を

ϕW (λ) :=

µW∏

i=1

(λ− e[mi

h
])(4.15)
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で定める．ϕW (λ)は円分多項式なので，割り算によって半順序が定められた, hの約数か
らなるある有限集合M(W )によって

ϕW (λ) =
∏

i∈M(W )

(λi − 1)eW (i)(4.16)

とただ一通りに書くことができる．この eW (i)のことを正規ウェイト系W の円分指数
(cyclotomic exponent)と呼ぶ．

これで必要な不変量を定義し終えました．再度具体例の表でこれまで与えた不変量た
ちを整理しておきましょう．

例 21. εW = 1の場合.

W µW nultW gW AW ϕW (λ) 型

(1, b, l + 1− b; l + 1) l 1 0 (b, l + 1− b) λl+1−1
λ−1 Al

(2, l − 2, l − 1; 2l − 2) l 1 0 (2, 2, l − 2) (λ2l−2−1)(λ2−1)
(λl−1−1)(λ−1) Dl

(3, 4, 6; 12) 6 1 0 (2, 3, 3) (λ12−1)(λ3−1)(λ2−1)
(λ6−1)(λ4−1)(λ−1) E6

(6, 4, 9; 18) 7 1 0 (2, 3, 4) (λ18−1)(λ3−1)(λ2−1)
(λ9−1)(λ6−1)(λ−1) E7

(6, 10, 15; 30) 8 1 0 (2, 3, 5) (λ30−1)(λ5−1)(λ3−1)(λ2−1)
(λ15−1)(λ10−1)(λ6−1)(λ−1) E8

例 22. εW = 0の場合.

W µW nultW gW AW ϕW (λ) 型

(1, 1, 1; 3) 8 3 1 {∅} (λ3−1)3
λ−1 Ẽ6

(1, 1, 2; 4) 9 2 1 {∅} (λ4−1)2(λ2−1)
λ−1 Ẽ7

(1, 1, 1; 3) 10 1 1 {∅} (λ6−1)(λ3−1)(λ2−1)
λ−1 Ẽ8

5. 位相的ミラー対称性と正規ウェイト系の双対性

さて，正規ウェイト系に対してさらに重要な不変量を定義しましょう．この節は筆者の
論文 [13]の概要です．個々の結果に関するより詳しい文献は [13]の文献表を御覧ください．
W = (a1, a2, a3;h)を正規ウェイト系とします．GL(3,C)の有限アーベル部分群 Gで

あって，Gの任意の元はGL(3,C)のC3 への自然な作用で diag(e[ω1α1], e[ω2α2], e[ω3α3])
の形であらわされ，fW (x1, x2, x3)を不変にする，という性質をもつものを考えます．こ

こで，e[·] := exp(2π
√
−1·), ωi := ai/hおよび αi ∈ Zとします.

とくに diag(e[ω1], e[ω2], e[ω3]) で生成されるGL(3,C)の有限アーベル部分群 (� Z/hZ)
のことをGW であらわすことにします.

これらの準備の下で，組 (W,G)に対してオービフォールドポアンカレ多項式 (orbifold
Poincaré polynomial) と呼ばれる不変量 χα(W,G)(y, ȳ)を与えることができます:

定義 23 (Vafaの公式).

χ(W,G)(y, ȳ) :=
(−1)3
|G|

∑

α∈G

χα(W,G)(y, ȳ),(5.1)
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χα(W,G)(y, ȳ) :=
∑

β∈G

∏

ωiαi �∈Z

(yȳ)
1−2ωi
2

(
y

ȳ

)−ωiαi+[ωiαi]+ 1
2

×
∏

ωiαi∈Z

e

[
ωiβi +

1

2

]
1− e [(1− ωiβi)] (yȳ)1−ωi

1− e [ωiβi] (yȳ)ωi
,

(5.2)

ここで [ωiαi]で ωiαiを越えない最大の整数をあらわす.

注意 24. t := yȳとおいたとき，正規ウェイト系W と自明な群G = {1}の組に対するオー
ビフォールドポアンカレ多項式は

χ(W, {1})(y, ȳ) = χ(W, t)(5.3)

となっており，先に定義した通常のポアンカレ多項式に一致します．

このオービフォールドポアンカレ多項式χ(W,G)(y, ȳ)は，射影的代数多様体Xに対す
るホッジ数の母函数

χ(X)(y, ȳ) :=
∑

p,q

(−1)p+qypȳq dimCH
q(X,∧pT ∗X)(5.4)

のアナロジーです．これは次のような例で確認できます．

例 25. W = (1, 1, 1; 3), G = GW とする．fW (x1, x2, x3) = x
3
1 + x

3
2 + x

3
3 = 0が P2 の中で

定める楕円曲線をXとするとき，

χ(W,GW )(y, ȳ) = 1− y − ȳ + yȳ = χ(X)(y, ȳ)(5.5)

が成立します．

最初に述べたように，n次元カラビ・ヤウ多様体の組 (X, Y )は，

χ(X)(y, ȳ) = (−1)nynχ(Y )(y−1, ȳ)(5.6)

を満たすとき，位相的ミラー対と呼ばれます．射影的代数多様体Xと組 (W,G)のアナロ
ジーに基づくと，次のような位相的ミラー対称性のアイデアに至ります:

定義 26 (群作用付き正規ウェイト系の位相的ミラー対称性). 組 (W,G)と組 (W ∗, G∗)が
位相的ミラー対であるとは，

χ(W,G)(y, ȳ) = (−1)nW∗ynW∗χ(W ∗, G∗)(y−1, ȳ)(5.7)

が成り立つこととする．

例 27. W =W ∗ = (1, 1, 1; 3), G = GW , G
∗ =

〈
(e[1

3
], e[1

3
], e[1

3
]), (1, e[1

3
], e[2

3
])
〉
とする．こ

のとき組 (W,G)と組 (W ∗, G∗)は位相的ミラー対となります．とくに組 (W ∗, G∗)は楕円
曲線Xのミラー楕円曲線X∗に対応します．

注意 28. 物理では (一般次元の )群作用付き超曲面特異点のことをランダウ・ギンツブル
グ軌道体模型 (Landau-Ginzburg orbifold model)と呼んでいます．歴史的には，こ
のランダウ・ギンツブルグ軌道体模型の位相的ミラー対称性の研究から，カラビ・ヤウ多
様体のミラー対称性の研究が発展しました．
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どのような組 (W,G)と組 (W ∗, G∗)が位相的ミラー対になるかを決定するのは，部分的
なアイデアは知られているものの一般的には非常に難しい問題です．いま，正規ウェイト
系に付随した特別な群Gとして，私たちは二種類の群 {1}およびGW を知っています．こ
れらを用いて，次のように正規ウェイト系の双対性を定義することにしましょう:

定義 29. 正規ウェイト系W に対して，W ∗がW の双対 (dual)であるとは，

χ(W, {1})(y, ȳ) = (−1)nW∗ynW∗χ(W ∗, GW ∗)(y−1, ȳ)(5.8)

が成り立つこととする．

これらの準備の下で，次のことが成立することがわかります．

定理 30. (1) W ∗ がW に双対ならば (W ∗)∗ =W .
(2) multW = multW ∗ = 1, gW = gW ∗ = 0となる．とくに標識はAW = (α1,α2,α3)と

書ける．(つまり r = 3).
(3) W ∗ がW に双対であることと，齋藤恭司の意味で双対であること，すなわち

ϕW ∗(λ) =
∏

i∈M(W ∗)

(λi − 1)eW∗(i) =
∏

i∈M(W )

(λi − 1)−eW (h/i) =: ϕ∗W (λ)(5.9)

が成り立つこと，は同値である．

注意 31. 厳密に言えば，上の (iii)の項目において「齋藤恭司の意味で双対」の部分を一
部修正する必要があります．詳しくは [13] の定義 2.4.を御覧ください．

W ∗ を持つことができるW は次の 5系列の正規ウェイト系に限られることがわかって
います．具体的に列挙しましょう．

I型

W =W ∗ = (p2p3, p3p1, p1p2; p1p2p3).(5.10)

ただし，(pi, pj) = 1, i = 1, 2, 3. 特異点の定義多項式として，

fW (x, y, z) := x
p1 + yp2 + zp3 , fW ∗(x∗, y∗, z∗) = x

p1
∗ + y

p2
∗ + z

p3
∗(5.11)

を取ることができる．

II型

W = (p3,
p1p3
p2
, (p2 − 1)p1; p1p3),(5.12)

W ∗ = (p3, p1p2, (
p3
p2
− 1)p1; p1p3).(5.13)

ただし，p2 �= p3, p2|p3, (p1, p3) = 1, (p2 − 1, p3) = 1，(p3/p2 − 1, p3) = 1. 特異点の定義
多項式として，

fW (x, y, z) := x
p1 + yp2 + yz

p3
p2 , fW ∗(x∗, y∗, z∗) = x

p1
∗ + y

p3
p2
∗ + y∗z

p2
∗(5.14)

を取ることができる．
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III型

W =W ∗ = (p2, p1q2, p1q3; p1p2).(5.15)

ただし，(p1, p2) = 1，q2と q3は p2 + 1 = (q2 +1)(q3 + 1)および (q2, q3) = 1をみたす自然
数とする. 特異点の定義多項式として，

fW (x, y, z) := x
p1 + yq3+1z + yzq2+1, fW ∗(x∗, y∗, z∗) = x

p1
∗ + y

q3+1
∗ z∗ + y∗z

q2+1
∗(5.16)

を取ることができる．

IV型

W = (
p3
p1
, (p1 − 1)

p3
p2
, p2 − p1 + 1; p3),(5.17)

W ∗ = (p2, (
p3
p2
− 1)p1,

p3
p1
− p3
p2
+ 1; p3).(5.18)

ただし，p1 �= p2 �= p3, p1|p3, p2|p3, (p1−1, p2) = 1, (p2−p1+1, p3) = 1, (p3/p2−1, p3/p1) =
1, (p3/p1 − p3/p2 + 1, p3) = 1. 特異点の定義多項式として，

fW (x, y, z) := x
p1 + xy

p2
p1 + yz

p3
p2 , fW ∗(x∗, y∗, z∗) = x

p3
p2
∗ + x∗y

p2
p1
∗ + y∗z

p1
∗(5.19)

を取ることができる．

V型

W = (lm−m+ 1,mk − k + 1, kl − l + 1;h),(5.20)

W ∗ = (lm− l + 1,mk −m+ 1, kl − k + 1;h).(5.21)

ただし，k, l,mは h = klm+ 1, (lm−m+ 1, h) = 1，(lm− l + 1, h) = 1を満たす任意の
自然数とする. 特異点の定義多項式として，

fW (x, y, z) := zx
k + xym + yzl, fW ∗(x∗, y∗, z∗) = z∗x

k
∗ + x∗y

l
∗ + y∗z

m
∗(5.22)

を取ることができる．

注意 32. ADE特異点に対応する正規ウェイト系 (εW = 1)は全て自己双対W = W ∗です．
また，3つの単純楕円型特異点に対応するもの (εW = 0)は，いずれも gW = 1なので，双
対なウェイト系を持ちません．

6. 正規ウェイト系の双対性とアーノルドの奇妙な双対性

正規ウェイト系の双対性が興味深いのは，それがアーノルドの奇妙な双対性 (strange
duality) を自然に拡張しているからです．少し具体的に見てみましょう．

アーノルドはユニモーダルな超曲面特異点の分類を行い，とくにC∗作用を持つものに
限ると先に挙げた 3つの単純楕円型特異点と次に挙げる 14個の例外型特異点 (εW = −1)
となることを示しました．
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正規ウェイト系W fW AW BW 双対ウェイト系W ∗

(6, 14, 21; 42) x7 + y3 + z2 (2,3,7) (2, 3, 7) (6, 14, 21; 42)
(6, 8, 15; 30) x5 + xy3 + z2 (2,3,8) (2, 4, 5) (4, 10, 15; 30)
(4, 10, 15; 30) x5y + y3 + z2 (2,4,5) (2, 3, 8) (6, 8, 15; 30)
(6, 8, 9; 24) x4 + y3 + xz2 (2,3,9) (3, 3, 4) (3, 8, 12; 24)
(3, 8, 12; 24) zx4 + y3 + z2 (3,3,4) (2, 3, 9) (6, 8, 9; 24)
(4, 6, 11; 22) yx4 + xy3 + z2 (2,4,6) (2, 4, 6) (4, 6, 11; 22)
(4, 5, 10; 20) x5 + y2z + z2 (2,5,5) (2, 5, 5) (4, 5, 10; 20)
(3, 5, 9; 18) zx3 + xy3 + z2 (3,3,5) (2, 4, 7) (4, 6, 7; 18)
(4, 6, 7; 18) x3y + y3 + xz2 (2,4,7) (3, 3, 5) (3, 5, 9; 18)
(3, 4, 8; 16) x4y + y2z + z2 (3,4,4) (2, 5, 6) (4, 5, 6; 16)
(4, 5, 6; 16) x4 + zy2 + z2 (2,5,6) (3, 4, 4) (3, 4, 8; 16)
(3, 5, 6; 15) zx3 + y3 + xz2 (3,3,6) (3, 3, 6) (3, 5, 6; 15)
(3, 4, 5; 13) x3y + y2z + z2x (3,4,5) (3, 4, 5) (3, 4, 5; 13)
(3, 4, 4; 12) x4 + y2z + yz2 (4,4,4) (4, 4, 4) (3, 4, 4; 12)

ここで，AW は先ほど定義した正規ウェイト系の標識で，今の文脈ではドルガチェフ数
(Dolgachev number)と呼ばれています [4]．一方BW は特異点のミルナー格子 (交叉行列)
の情報から定まる量で，ガブリエロフ数 (Gabrielov number)と呼ばれています [5]．上の
表を注意深く見ると，AW = BW ∗ が全てのW について成立していることがわかります．
この現象はアーノルドによって最初に観察されて，奇妙な双対性と呼ばれています．

前節の考察により，このアーノルドの奇妙な双対性は群作用付きの特異点の位相的ミ
ラー対称性と解釈することができました．位相的ミラー対称性はホモロジー的ミラー対称
性に圏化されるので，アーノルドの奇妙な双対性AW = BW ∗ を三角圏の立場から考察す
ることで，よりこの不思議な現象を自然に理解することが可能になると期待できます．

7. 消滅サイクルと一般ルート系

正規ウェイト系に対して，幾何学的に，一般ルート系 (generalized root system)と呼ば
れる古典ルート系の拡張概念を対応させることができます．この節では [12]の 5節の内容
を復習し，問題提示を行います．
W = (a, b, c;h)を正規ウェイト系, fW をW に付随した多項式とします. このとき

fW : C3\f−1W (0)→ C\{0}(7.1)

は位相的に局所自明なファイバー束となります. そこで，ミルナーファイバー (Milnor
fiber)と呼ばれる一般ファイバー

XW,1 := f
−1
W (1)(7.2)

を考えると，これは複素 2次元 (実 4次元)の複素多様体ですので

I : H2(XW,1,Z)×H2(XW,1,Z)→ Z(7.3)

という交叉形式 (intersection form)が存在します. ミルナーの定理によりH2(XW,1,Z)は
階数 µW の自由加群となり，消滅サイクル (vanishing cycle)がこの自由加群を生成すると
いうことが知られています．組 (H2(XW,1,Z) − I)はミルナー格子 (Milnor lattice)と呼ば
れます．
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また，モノドロミー ρ : π1(C\{0}, 1) → Aut(H2(XW,1,Z), I) による π1(C\{0}, ∗)の生
成元の像 C ∈ Aut(H2(XW,1,Z),−I)をミルナーモノドロミー (Milnor monodromy)と呼
びます．Cは有限位数，とくにCh = 1となり，Cの特性多項式は

det(λ · Id− C) = ϕW (λ)(7.4)

と，正規ウェイト系の特性多項式に一致することがわかります．
このとき，もっとも重要なのは次の事実です．

事実 33. εW = 1，つまり fW がADE特異点を定義するとき, (H2(XW,1,Z),−I)は対応す
る型のルート格子を与える. さらに，とくに消滅サイクルのホモロジー類のなす集合は
ルートの集合を与え，ミルナーモノドロミーCはコクセター変換を与える．すなわち，正
規ウェイト系からミルナーファイバーの中間ホモロジーを経由することによって，ルート
系が得られる．

齋藤恭司は古典的ルート系の概念を拡張した一般ルート系の公理を与えました．そし
て，W が一般の正規ウェイト系の場合にも，ミルナー格子 (H2(XW,1,Z),−I)，消滅サイ
クルの集合，ミルナーモノドロミーC，これらのデータが一般ルート系の公理を満たすこ
とを示しました．

一般化ルート系に着目するのは，原始形式による周期写像および平坦構造 (Frobenius
structure)を具体的に研究するためです．しかしながら，この幾何学的構成は非常に超
越的な消滅サイクルの幾何学に基づいており，極めて困難なものです．さらに，正規ウェ
イト系も一般ルート系も組み合わせ論的データによって定義された対象です．そこで齋藤
恭司は次の問題を提起しました:

問題 34 ([12]). 正規ウェイト系W = (a, b, c;h)から, ミルナーファイバーのホモロジー
H2(XW,1,Z)を経由することなく, 算術的または組み合わせ論的に一般ルート系を構成せよ.

8. 位相的ミラー対称性からホモロジー的ミラー対称性へ

まず，スローガンを書くことにします．

正規ウェイト系から代数的に構成される三角圏を用いて, 齋藤恭司の問題を解決する！

このスローガンの下，最初に注意すべきは次のことです:

ミルナーファイバーXW ∗,1の消滅サイクルはW ∗に付随する深谷圏DbF(W ∗) の対象

これは，C3に標準的なシンプレクティック形式を入れたとき，それから導かれるXW ∗,1上
のシンプレクティック形式に関して，消滅サイクルがラグランジアン部分多様体になってい
ることから非常に自然に期待されることです．問題は，「W ∗に付随する深谷圏DbF(W ∗)」
と書いたものの，それを数学的に正確に定義することすら非常に難しいということです．

次に注意することは，正規ウェイト系の双対性です:

(W,GW )
位相的ミラー対称性⇐⇒ (W ∗, {1}).

ホモロジー的ミラー対称性とは，シンプレクティック幾何学から定まる三角圏と複素 (非
可換)代数幾何学から定まる三角圏を入れ替える対称性のことでした．したがって，位相
的ミラー対称性がホモロジー的ミラー対称性に圏化されるのならば，組 (W,GW )から代
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数的に定まる三角圏 TW,GW であって，「深谷圏DbF(W ∗)」と同値になるものがあると期待
できます．より具体的には，ホモロジー的ミラー対称性によって，次の表の左右の対象は

シンプレクティック側 複素 (非可換)代数幾何側

(W ∗, {1}) (W,GW )

H2(XW ∗,1,Z) K0(TW,GW )
中間ホモロジー群 グロタンディーク群 (Grothendieck group)

−I χ+ tχ
I : 交差形式 χ : オイラー形式

ルート 直既約な対象の類
=消滅 cycleのホモロジー類 ∈ K0(TW,GW )

Coxeter 変換 S ◦ T−1
= ミルナーモノドロミー S : セール函手 (Serre functor)

同じものの異なる実現であると期待されます．したがって，代数的に定まる TW,GW を調
べることで，非常に超越的な消滅サイクルの幾何を調べることが可能になると思われるの
です．これは，今の場合本来超越的な対称性であるミラー対称性が組み合わせ的対称性に
帰着されている，という特殊性によっています．それでは，TW,GW はどのように定義され
ると思えるでしょうか？今の設定においてもっとも自然な候補は次のようなものです．

正規ウェイト系W に対して，孤立特異点を定める多項式 fW ∈ C[x, y, z]をひとつ固定
します．このとき，組AfW := (C[x, y, z], fW )を弱A∞-圏とみなすことができます (弱A∞-

圏などの定義は残念ながら省略することにします)．そしてAfW 上の ĜW -同変な右A∞-
加群のなす三角圏D

ĜW
(Mod−AfW )を考えます．ここで，ĜW は

0→ Z→ ĜW (� Z)→ GW (� Z/hZ)→ 0(8.1)

で定義されるものです (群GW がC∗-作用に起源をもつことによる拡大です)．
この圏D

ĜW
(Mod−AfW )は，代数多様体Xに群Gが作用しているときの，G-同変な準

連接層の複体のなす導来圏DG(QcohX)のアナロジーです．Xが滑らかであって，X/Gが
クレパントな特異点解消 Y を持つとすると，DG(QcohX)のコンパクトな対象 (対応する
余表現可能函手が無限直和と可換となる対象)全体のなす充満部分三角圏は, G-同変な連接
層の有界複体のなす導来圏Db

G(cohX)と同値になり,とくにDb
G(cohX) � Db(cohY )です．

このアナロジーに基づくと，いまの設定においてAfW は「滑らかで”AfW /GW ”はクレパン
トな特異点解消をもつ」と考えられるため (再び，残念ながら，ここでは「」内についてこ
れ以上説明しません)，DĜW

(Mod−AfW )のコンパクトな対象全体のなす充満部分三角圏が

求める三角圏 TW,GW であって，TW,GW は弱A∞-圏AfW の ĜW -同変な導来圏D
ĜW
(AfW )と

同値である，と考えられます．後で見るように，この三角圏DĜW
(AfW )はmaximal Cohen-

Macauley加群の研究において導入された，行列因子化 (matrix factorization)のなす三角
圏そのものになります．

このようにして，ミラー対称性の観点から行列因子化が登場します．さて，もう一方
の有限次元代数はどうでしょうか？シンプレクティック幾何側，消滅サイクルの幾何側で
は，ルート格子 (H2(XW ∗,1,Z),−I)の「よい基底」となる，消滅サイクルの特別な基底
(distinguished basis) が取れることが知られています．これの圏論的対応物が後で定
義する exceptional collectionと呼ばれる三角圏の対象の列 (E1, . . . , Eµ)です．さらにこの
exceptional collection がとくに strongly exceptional collectionと呼ばれるものになってい
るとき，つまり Ei たちの間にHom0 以外全ての Extが消えているとき，この自己準同型
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代数End(E1 ⊕ · · ·⊕ Eµ)として有限次元代数が登場します．ミラー対称性の要請から，こ
の有限次元代数の有限次元表現の複体のなす導来圏と (GW -作用付き)行列因子化の三角
圏が三角同値となることが期待されるのです．

次の節から順に必要な定義を行い，この「期待」を予想として定式化しましょう．

9. C∗ 作用付き特異点の三角圏

最初に基本的な記号法を整理することからはじめます．この節では，少し一般的な枠組
みで議論することにします．

ある正の整数 hを一つ固定して与えます．そして Sを d+ 1次元の 2
h
Z-次数付き可換正

則 (regular)ネーター環で，S = ⊕k∈ 2
h
Z≥0Sk, S0 = Cとかけるものとします．また，fを S

の次数 2の元とするとき，R := S/(f)で定義します．とくに唯一の斉次極大イデアルを
mR := ⊕k∈ 2

h
Z>0Rk と書くことにします．これからの議論では，Rが次数付き孤立特異点

であることが重要になりますので，それをまず仮定することします:

仮定 35. mR 以外の任意の斉次素イデアル pに対して，局所化R(p) は正則環になる．

次数付き R-加群とは，R-加群M であって，M = ⊕k∈ 2
h
ZMk と書け，さらに任意の

i, j ∈ 2
h
Zに対してRi ·Mj ⊂Mi+j が成り立つものとします．また，次数付きR-加群M , N

にたいして，g :M → Nが次数 s ∈ 2
h
Zの準同型であるとは，gがR-準同型であって任意

の iに対して g(Mi) ⊂ Ni+s が成り立つこととします．次数付きR-加群のなすアーベル圏
を gr−Rと書きます．Rはネーター環なので，ExtiR(M,N) = ⊕n∈ZExtigr−R(τ−nM,N) =
⊕n∈ZExtigr−R(M, τnN) が成り立っていることに注意してください．またR0 = Cなので，

任意の次数付き射影的R-加群は自由加群となります．gr−R上には，次数付き加群の次数
をずらす操作

(τM)k :=Mk+ 2
h

(9.1)

により，自己同値 (auto-equivalence)τ が定まります．
次数付き射影加群のなす完全圏 (拡大で閉じている gr−Rの充満部分圏) を grproj−Rを

あらわします．

定義 36 ([3][10]). 三角圏Dgr
Sg(R) := Db(gr−R)/Db(grproj−R) を C∗-作用付き特異点の

三角圏と呼ぶ．

T でこの三角圏Dgr
Sg(R)上の移動函手をあらわします．

10. 次数付きmaximal Cohen-Macauley加群の三角圏

Dgr
Sg(R)の定義は極めて単純なものですが，その圏の持つ定量的構造を調べるのにはあ

まり向いていません．というのも，局所化された圏として定義されているために，準同型
の空間が非常に複雑だからです．そのためDgr

Sg(R)と三角同値な別の圏を導入しましょう.

定義 37. 次数付きR加群M ∈ gr−Rが

ExtiR(R/mR,M) = 0, i < d = dimR(10.1)

を満たすとき，M を次数付きmaximal Cohen-MacauleyR-加群と呼ぶ．
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次数付きmaximal Cohen-Macauley R-加群のなす gr−Rの充満部分圏CMgr(R)は完全
圏となります．maximal Cohen-Macauley R-加群の同値な特徴づけがいくつかあるので，
それを書いておきます．その前に一つ定義を行います．

定義 38. KR ∈ CMgr(R)が i �= dのときExtiR(R/mR, KR) � 0およびExtdR(R/mR, KR) �
Cを満たすとき，KR はRの標準加群 (canonical module)であると呼ばれる．

補題 39. 次の条件は同値 :

(1) M ∈ CMgr(R).
(2) Hi

mR
(M) = 0, (i �= d). ここで，H•

mR
は {mR}に台を持つ局所コホモロジー函手，

つまりHi
mR
(M) := lim

−→
ExtiR(R/R≥n,M), R≥n := ⊕i∈ 2

h
Z≥nRi によって定義される

もの．
(3) ExtiR(M,KR) = 0, (i > 0).

定義 40. 環Rは入射次元が有限で，その標準加群KRが存在して τ−ε(R)Rとある ε(R) ∈ Z
に対して書けるとき，ゴーレンシュタイン (Gorenstein)であると呼ばれる．ここで ε(R)
はRのゴーレンシュタインパラメーターと呼ばれる．

注意 41. 正規ウェイト系W に対して定まる環RW は超曲面特異点なので，ゴーレンシュ
タイン環である．とくに ε(R) = εW となる．

Rは超曲面特異点と仮定したのでゴーレンシュタイン環，よって次が成り立つ:

補題 42 (Auslander). CMgr(R)はフロベニウス圏である，すなわち, 充分豊富な射影的対
象と入射的対象をもつ完全圏で，とくに射影的対象のクラスと入射的対象のクラスが一致
するものである．

定義 43. 加法圏 CMgr(R)を次のように定める: Ob(CMgr(R)) = Ob(CMgr(R))．準同型
の空間HomR(M,N)をHomgr−R(M,N)/P(M,N)で定義する．ここで，P(M,N)は射影
的対象を経由する準同型全体のなす部分加群，つまり g ∈ P(M,N)とはある射影的対象
P と準同型 g′ :M → P および g′′ : P → N があって g = g′′ ◦ g′となることである．

CMgr(R)はフロベニウス圏CMgr(R) の安定圏 (stable category)である．それゆえ

命題 44 (Happel). CMgr(R)は三角圏となる．

CMgr(R)は自然にDgr
Sg(R)の充満部分三角圏となりますが，次数付きR−加群 (の有界

複体)のシジギー (syzygy)を考えることで，次の定理が得られます:

定理 45 ([3][10]). CMgr(R)はDgr
Sg(R)と三角同値．

注意 46. いま，Rは超曲面孤立特異点であることを仮定していたので，これらの三角圏
TR := CMgr(R) � Dgr

Sg(R) は局所有限，すなわち，
∑

i dimCHomTR(E , T iF) <∞がすべ

ての対象 E ,F ∈ TR に対して成立します．さらに，TRはKrull-Schmidt的，つまり TR の
任意の対象は有限個の直既約対象の直和と同型で，かつ TRのにおける任意の p2 = pとな
る準同型 pは分裂します．

CMgr(R)上には，移動函手T と次数ずらし函手 τ (gr−R上のそれから導かれる)，とい
う二つの自己同値がありました．ここでAR移動函手 (Auslander-Reiten translation
functor)τAR を τAR := T d−2τ−ε(R) で定めます．このとき次の重要な結果が知られてい
ます:
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命題 47 (Auslander-Reiten duality[1]). CMgr(R)上，次のような次数 0の双函手的同型が
存在する :

Extdgr−R(HomR(M,N),KR) � Ext1gr−R(N, τAR(M)).(10.2)

AR移動函手の本当の定義や性質，上の命題の証明については本 [15]を御覧ください．
これにより，CMgr(R) � Dgr

Sg(R)はセール函手を持つことが直ちに従います :

定理 48. 函手 S := T τAR = T d−1τ−ε(R)はCMgr(R)上のセール函手である. すなわち，S
は双函手的同型

HomC(HomR(M,N),C) � HomR(N,SM), M,N ∈ CMgr(R),

を導く自己同値である.

11. 次数付き行列因子化の三角圏

Dgr
Sg(R)はかなり構造がわかりやすい圏 CMgr(R) に帰着されましたが，それでも具体

的に対象・準同型を計算するには難しい圏です．より簡単な記述はないのでしょうか？
R = S/(f)で, S は d + 1次元の正則環でした．ですから，任意の次数付き maximal

Cohen-MacauleyR-加群M は，ある有限階数の次数付き自由 S-加群 F0と F1 を用いて，

0→ τ−hF1
f1→ F0 →M → 0(11.1)

という，(次数付き S-加群の圏 gr−Sにおける)射影的分解を持ちます．とくに，fを掛け
るという操作はM 上では 0を掛けることになるので，次数 0の S-準同型 f0 : F0 → F1で
あって f1f0 = f · IdF0 および f0f1 = f · IdF1 となるものをとることができます．このこと
から，次数付きmaximal Cohen-MacauleyR-加群の研究のために，Eisenbudは行列因子
化 (matrix factorization)の概念を導入しました．

定義 49. F0, F1を有限階数の次数付き自由S-加群とします．次数 0のS-準同型 f0 : F0 →
F1 と次数 2の S-準同型 f1 : F1 → F0 で f1f0 = f · IdF0 および f0f1 = f · IdF1 をみたすも
が与えられたとき，

F :=
(
F0

f0
F1

f1

)

と書いて，これを次数付き行列因子化と呼ぶ．g : F → F ′ が行列因子化の準同型である
とは，次数 0のS-準同型 g0 : F0 → F ′0および g1 : F1 → F ′1の組 g = (g0, g1) が g1f0 = f

′
0g0

と g0f1 = f
′
1g1をみたすことをいう．

注意 50. 行列因子化 F に対して，F0 の階数と F1 の階数は等しい．この階数を行列因子
化 F の階数と呼ぶことにします.

組 (S, f)に対して，加法圏MFgrS (f)を f の次数付き行列因子化とします．F0およびF1
の項ごとに定まる完全列により，MFgrS (f)に完全圏の構造が導かれ, さらに，

補題 51 ([10]). MFgrS (f)はフロベニウス圏
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であることがわかります．
このフロベニウス圏の安定圏 (今の場合ホモトピー圏と呼ばれる)を考えましょう．そ

のために，0にホモトピー同値な準同型 (null-homotopic homomorphism) を次のように定
義します:

定義 52. 行列因子化の準同型 g = (g0, g1) : F → F ′ が 0にホモトピー同値であるとは，
次数 −2の S-準同型 ψ0 : F0 → F ′1 および次数 0の S-準同型 ψ1 : F1 → F ′0 が存在して，
g0 = f

′
1ψ0 + ψ1f0と g1 = ψ0f1 + f

′
0ψ1 が成り立つこと.

MFgrS (f)における射影的対象を経由する準同型の全体は，ちょうどこの 0にホモトピー
同値な準同型の全体に一致しています.

定義 53. フロベニウス圏MFgrS (f)の安定圏 (ホモトピー圏)をHMFgrS (f)であらわす．

HMFgrS (f)は自然に三角圏の構造を持ちますが，とくに対応

F =
(
F0

f0
F1

f1

)
 →M := Coker(f1)(11.2)

を考えることで，HMFgrS (f)とCMgr(R)は三角同値になります．よって，今までの結果を
まとめると次のようになります．

命題 54 ([10][15]). HMFgrS (f)とCMgr(R)とDgr
Sg(R) は自然に三角同値となり，とくに自

己同値函手 τ と整合的．

これらの圏の自己同値 T , τ の作用に関しては次の節でもう少し詳しく述べることにし
ます．

12. A∞-圏の導来圏としての次数付き行列因子化の三角圏

この節では HMFgrS (f)の構造をより詳しく見てみましょう．行列因子化を調べること
は，具体的に自由加群の基底を取ることで，まさに文字通り，S-に成分をもつ行列のなす
線型代数に帰着されます．これは，HMFgrS (f)をA∞-圏 (S, f)の導来圏として解釈すると
いうことに他なりません．この観点からもう一度記述してみましょう．

定義 55. 組 (Q,G)が，(S, f)に対するサイズ rの次数付きねじれ複体 (graded twisted
complex)であるとは,

Q =

(
0 Q−+
Q+− 0

)
, Q±∓ ∈M2r×2r(S), Q2 = f · Id2r×2r,(12.1)

G = diag(
2a1
h
, . . . ,

2ar
h
,
2b1
h
− 1, . . . , 2br

h
− 1), ai, bi ∈ Z, i = 1, . . . , r,(12.2)

2E(Q)−GQ+QG = Q(12.3)

を満たすもののことする.

例 56. S := C[x], f(x) := xl+1, R := S/(f)とする.

Mi,j :=

((
0 xl+1−i

xi 0

)
, diag

(
2i

l + 1
,
2(i+ j)

l + 1
− 1
))

, i = 0, . . . , l + 1, j ∈ Z,(12.4)

は (C[x], xl+1)に対する次数付きねじれ複体である.
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定義 57. 二つの次数付きねじれ複体に対して準同型の空間を

Hom((Q,G), (Q′, G′)) :=
{
Φ =

(
Φ++ 0
0 Φ−−

)
,Φ±± ∈M2r′×2r(S) | Q′Φ− ΦQ = 0, 2E(Φ)−G′Φ+ ΦG = 0

}
/∼

で定める．ここでΦ ∼ 0とは, あるΨ ∈ M2r′×2r(S) があって，Φ = Q′Ψ + ΨQとなるこ
ととする.

定義 58. 次数付きねじれ複体 (Q,G)の全体を対象, 上で定めたHom((Q,G), (Q′, G′))を
射の集合とすることで加法圏が定まる. これをDb

Z(S, f)と書く.

圏Db
Z(S, f)は次に定義する二つの自己同値 T および τ を持ちます．

定義 59. サイズ rの次数付きねじれ複体 (Q,G) に対して, サイズ rの次数付きねじれ複
体 T (Q,G)を次のように定める :

(12.5) T (Q,G) :=
((

0 −Q+−
−Q−+ 0

)
, diag

(
2b1
h
, . . . ,

2br
h
,
2(a1 + h)

h
− 1, . . . , 2(ar + h)

h
− 1
))

.

定義 60. サイズ rの次数付きねじれ複体 (Q,G) に対して, サイズ rの次数付きねじれ複
体 τ(Q,G)を次のように定める :

τ(Q,G) :=

(
Q,G+

2

h

)
.(12.6)

定義から，これら二つの自己同値の間には関係 T 2 = τhが成り立ちます．

定義 61. Φ ∈ Hom((Q,G), (Q′, G′))に対して, 写像錐 C(Φ) = (QC(Φ), GC(Φ))を次で定
める :

(12.7) QC(Φ) :=




0 0 −Q+− 0
0 0 Φ++ Q′−+

−Q−+ 0 0 0
Φ−− Q′+− 0 0


 , GC(Φ) :=

diag

(
2b1
h
, . . . ,

2br
h
,
2a′1
h
, . . . ,

2a′r
h
,
2(a1 + h)

h
− 1, . . . , 2(ar + h)

h
− 1, 2b

′
1

h
− 1, . . . , 2b

′
r

h
− 1
)
.

これらの準備の下，次のことが成立します:

定理 62. Db
Z(S, f)は, T を移動函手,

(Q,G)
Φ→ (Q′, G′)→ Cone(Φ)→ T (Q,G)

を完全三角形とする三角圏の構造を持つ. とくに，自由加群の基底を取るという操作に
よって，自己同値函手 τ と整合的で自然な三角同値HMFgrS (f) � Db

Z(S, f)がある．

注意 63. 三角圏Db
Z(S, f)は，組 (S, f)を弱A∞-圏とみなしたとき，この弱A∞−圏の Z-

同変な有界導来圏そのものを具体的に記述したものです．したがって，Bondal-Kapranov
によって導入された強化三角圏 (enhanced triangulated category)[2] と呼ばれる「よ
いクラスの」三角圏となっています．
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準備に時間がかかりましたが, これで正確に主張を述べることができました.

定理 64. これまでに導入した 4つの三角圏は互いに三角同値 :

Dgr
Sg(R) = D

b(gr−R)/Db(grproj−R) � CMgr(R) � HMFgrS (f) � Db
Z(S, f).(12.8)

これらの三角圏はセール函手 S = T d−1τ−ε(R)をもち，とくに，Sは Sh = T h(d−1)−2ε(R)を
満たす．

セール函手 S が Sh = T n′ , h, n′ ∈ Zを満たすような三角圏は，次元 n := n′/hを持つ
分数的カラビ・ヤウ (fractional Calabi—Yau)的三角圏であると呼ばれます．というの
も，射影的代数多様体Xの連接層の有界複体のなす導来圏Db(cohX)を考えたとき，そ
のセール函手 SX はXの標準束KX を用いて，SX(·) � T dimCX ◦KX ⊗ · と書け，とくに
Xがカラビ・ヤウ多様体ならば SX � T dimCX となるからです．

正規ウェイト系W に付随する，特異点を定める多項式 fW を一つ固定します．そして
これまでに定義した同値な三角圏 (のいずれか)を TW であらわします．つまり

TW := Dgr
Sg(RW ) = CM

gr(RW ) � HMFgrS (fW ) � Db
Z(S, fW )(12.9)

とします．すると d = 2なので，TW は次元 (h− 2εW )/h = nW を持つ分数的カラビ・ヤ
ウ的三角圏となります．正規ウェイト系の節において，有理数 nW を次元と呼んだ理由が
少し伝わったでしょうか．

13. 予想

いよいよ TW が満たすべき性質を正確に述べられる直前まで来ました．まず主張を述べ
るために言葉を準備します．

定義 65. C-線型な三角圏T の対象 EがHomT (E , T pE) = 0, (p �= 0)およびHomT (E ,E) =
Cを満たすとき，Eはexceptionalであると呼ばれる. exceptionalな対象の列 (E0, . . . , En)
がすべての pと i > j に対して HomT (Ei, T pEj) = 0を満たすとき，列 (E0, . . . ,En)は
exceptional collectionと呼ばれる．exceptional collection(E0, . . . , En)を含む最小の三角
圏がT と同値となるとき，(E0, . . . ,En)は fullである，またはT は full exceptional collection
を持つといわれる．

さらに，exceptional collection (E0, . . . , En)が，すべての i, jおよび 0以外のすべての p
に対して HomT (Ei, T pEj) = 0を満たすとき，それは strongly exceptional collection
であると呼ばれる．

特異点に対して位相的ミラー対称性がホモロジー的ミラー対称性に持ち上がるならば，
TW は次の性質を持つはずです．

予想 66 ([14]). 正規ウェイト系W は双対ウェイト系W ∗ を持つとする．

(1) TW は full strongly exceptional collection (E1, . . . , Eµ∗W )を持つ．したがって，A :=
End(E), E := ⊕µW∗

i=1 Eiとおいたとき，次の三角同値が成り立つ :

TW � Db(mod−A).(13.1)

(2) 格子の同型

(K0(TW ),χ+ tχ) � (H2(XW ∗,1,Z),−I)(13.2)

が成り立つ，ここで，χ(E ,F) :=
∑

i(−1)i dimCHomTW (E ,F)とする．

この予想を示すことができれば，齋藤恭司の問題に肯定的に答えることができます．
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14. 主結果

現在のところ，以下に述べるいくつかの結果が得られています．

定理 67 ([7]). εW = 1ならば前節の予想は正しい．とくにAは対応する型のDynkin箙の
経路代数 (path algebra)．

系 68. 正規ウェイト系W が I型のとき，前節の予想は正しい．

定理 69 ([8]). εW = −1かつ gW = 0となる正規ウェイト系W に対して，三角圏 TW は
full strongly exceptional collection を持つ．とくにW が双対ウェイト系W ∗ を持つとき，
格子の同型 (K0(TW ),χ+ tχ) � (H2(XW ∗,1,Z),−I)が成り立つ．

これらの定理は，行列因子化を具体的に計算することで「非常に良い振る舞いをする対
象」を予想される格子の階数の個数見つけて，次にそれらが生成する充満部分三角圏が実
は全体に一致するということを示す，という方法で証明されます．全体に一致することを
証明する部分において，「M ∈ CMgr(R)が，i �= dのとき ExtiR(R/m,M) � 0をみたすな
らば，M は標準加群 (の次数ずらし)の直和である」ということを用います．

一方で，tor−Rを長さ有限の次数付き R-加群のなす gr−Rの充満部分圏とするとき，
Orlovは gr−R, grproj−R, tor−Rという三つのカテゴリーの「大小関係」を比較すると
いうアイデアから次の構造定理を示しています:

定理 70 ([10]). (1) ε(R) > 0のとき，Db(gr−R/tor−R) �
〈
τ−ε(R)+1R, . . . , R,Dgr

Sg(R)
〉
.

(2) ε(R) = 0のとき，Db(gr−R/tor−R) � Dgr
Sg(R).

(3) ε(R) < 0のとき，Dgr
Sg(R) �

〈
R/m, . . . , τ−ε(R)+1R/m,Db(gr−R/tor−R)

〉
.

さて，正規ウェイト系に対して標識AW = (α1, . . . ,αr)という概念を定義していました.
標識AW に基づき定義されるアーベル群

⊕ri=1ZDxi /(αiDxi − αjDxj; i, j = 1, . . . , r)(14.1)

を次数に持つ環，AW -次数付き環，を次のように定義します:

RAW ,λ := C[X1, . . . , Xr]/IAW ,λ, IAW ,λ := (X
α1
1 −Xα2

2 + λiX
αi
i ; i = 3, . . . , r) ,(14.2)

ここで，λ3 := 1, λi(4 ≤ i ≤ r)はP1\{0, 1,∞}の相異なる r−3点とし，各変数XiはAW -
次数 Dxiを持つとします．

この P1\{0, 1,∞}の相異なる r − 3点 λi を固定することで，正規ウェイト系に付随す
る特異点を定める多項式 fW を固定することができます．これを fW,λ, そして RW,λ :=
C[x, y, z]/(fW,λ)と書くことにしましょう．

注意 71. W が双対W ∗を持つときには r = 3なので, パラメーター λは現れず，したがっ
て三角圏 TW は fW の取り方によりません．

定理 72 ([9]). gW = 0ならば，次の代数的スタックとしての同型がある:

CW,λ � CAW ,λ.(14.3)

つまり，次のアーベル圏としての圏同値が成り立つ:

gr−RW,λ/tor−RW,λ � gr−RAW ,λ/tor−RAW ,λ.(14.4)
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とくに Geigle-Lenzingの結果 [6]により，Db(coh(CAW ,λ))が full strongly exceptional
collection を持つことが知られています．よって，これらの結果を合わせると，次のこと
がわかります：

系 73 ([9]). gW = 0のとき，TW は full exceptional collection を持つ．

15. おわりに

前節のあたりまで書いたところでこの原稿の締め切りが過ぎてしまいました．必要最小
限のことは書きましたが，εW = −1のときの有限次元代数の具体的表示，関係式をもつ
箙の経路代数，のことや，三角圏 TW 上に自然に定まるBridgeland-Douglas安定性条件・
t-構造のことなど，まだまだ多くの書くべきことが残ってしまいました．

大変申し訳ありませんが，今回は残念ながらここで筆を置くことにします．可能ならも
う少し詳しく書いたものをそのうちどこかのホームページに置きたいと考えています．
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