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Abstract. Azumaya conjectured that every exact ring has a self-duality. Recently we
study self-duality of (quasi-)Harada rings and obtain several results about Azumaya’s
conjecture and related problems in [10].

1. 研究の背景

東屋は 1983年に [3]において，次の予想を提示した．

東屋の予想. すべての exact環は self-dualityをもつであろう．

exact環のクラスは serial環を含んでいるが，これについては，self-dualityの理論におい
て非常に有名な結果

定理A (Dischinger-Müller [5]). すべての serial環はweakly symmetric self-dualityをもつ．

が知られている．exact環と serial環のクラスの間には局所分配的環と呼ばれる環のクラ
スがあるので，

問題B. すべての局所分配的環は self-dualityをもつか?

が問題となる．東屋の予想が肯定的であれば，これも肯定的であるはずだが，いまだに未
解決である．筆者は [10]において原田環や準原田環の研究を行い，それらを応用すること
により，東屋の予想や問題Bに関するさまざまな結果を得た．この報告集の主な結果は，
論文 [10] (特に第 5節)によるものであり，証明等は [10]を参照されたい．
以下この報告集では，すべての環は単位元をもち, すべての加群は単位的であるとする.

扱う環は主にアルチン環 (両側アルチン環)である．加群M に対して, radicalと socleそ
れぞれ J(M)と S(M)で表す．

2. Self-duality

まず最初に self-dualityの定義を思い出しておこう．アルチン環R, S上の両側加群 SUR

に対して，双対圏手Hom(−, U)が有限生成右R加群全体の圏と有限生成左S加群全体の圏
との間の dualityを定めるとき，両側加群 SURはMorita dualityを定めるという．特に，
Morita dualityを定める両側加群 RURが存在するとき，環Rは self-dualityをもつとい
う．QF環Rにおいて正則両側加群RRRは self-dualityを定めるので，QF環は self-duality

をもつ環の典型的な例である．

This note is mainly based on Section 5 of [10] and is in a final form.
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self-dualityを定める両側加群RURについて，Rの任意の原始冪等元eに対して，S(eU) ∼=
eR/J(eR)が成り立つとき，RUR は weakly symmetric self-dualityを定めるという．
また，Rの任意のイデアル Iに対して，lRlU(I) = Iが成り立つとき，RURは good self-

dualityを定めるという．ここで lRや lUは左 annihilatorを表す．RURが good self-duality

を定めれば，weakly symmetric self-dualityを定める．体K 上有限次元多元環 Rにおい
て，(R, R)両側加群HomK(R, K)は good self-dualityを定める．また，定理Aとして述べ
たように，serial環はweakly symmetric self-duality (実際には good self-duality)をもつ．

RをQF環，e1, e2, . . . , enをRの直交原始冪等元の基本集合とする．このときS(eσ(i)R) ∼=
eiR/J(eiR) (1 ≤ i ≤ n)を満たす {1, 2, . . . , n}の置換 σが存在する．この置換をRの中山
置換という．中山置換が恒等的なQF環をweakly symmetricであるという．Rの環自
己同型写像 φが φ(ei) = eσ(i) (1 ≤ i ≤ n) を満たすとき，φをQF環Rの中山自己同型写
像という．basicなQF環については，weakly symmetric self-dualityの存在と中山自己同
型写像の存在は同値である．

Morita dualityを定める両側加群の列R1U1R2
, R2U2R3

, . . . , RmUmRm+1
でR = R1 = Rm+1

となるものが存在するとき，環Rはalmost self-dualityをもつという．almost self-duality

は self-dualityの一般化である．
このように，さまざまな種類の self-dualityを考えるのは，それぞれ環の変形 (剰余環，

有限生成射影的加群の自己準同型環，等)への遺伝の状況が異なるからである．端的に言
うと，good self-dualityが最も遺伝しやすく，(単なる) self-dualityが最も遺伝しにくい．

3. serial環と局所分配的環，exact環

任意の直既約射影的右加群が uniserial (すなわち，部分加群全体が chainをなす)である
ようなアルチン環を右 serial環という．右 serialかつ左 serial なアルチン環を serial環と
いう．定理Aとして述べたように，Dischinger とMüller [5]はすべての serial環はweakly

symmetric self-dualityをもつことを証明した．一方Waschbüsch [11]は，すでに Amdal

とRingdal [1] によって serial環における self-dualityの存在は主張されていることを指摘
し，彼自身も証明を与えている．しかしながら，それらの証明は技巧的である．Haack [6]

は serial環における self-dualityの存在の一般的な証明には成功しなかったものの，いくつ
かの部分的な結果を示した．そのうちの一つの「任意の (basicな) serial QF環はweakly

symmetric self-duality (中山自己同型写像)をもつ」は，証明が平易であるだけでなく，そ
の結果自体，加戸・大城 [7]によって与えられ，その後同様な方向によりÁnh [2]や筆者
(定理 8参照)によっても与えられた serial環における self-dualityの存在の別証明の基礎と
もなるので，ここで述べておこう．

Rを basicで環として直既約な serial QF環とする．e1, e2, . . . , enをR の直交原始冪等
元の完全集合で，e1R, e2R, . . . , enRがKupisch series，すなわち，任意の i = 1, 2, . . . , nに
対して eiR → J(e[i+1]R)が射影被覆となるものとする．ただし，[j]はnを法とする jの最
小正剰余を表す．RはQFであるから，e1R, e2R, . . . , enRは同じ組成列の長さをもつ．特
にRの中山置換は，あるmに対して i 7→ [i−m] で与えられる．RがQF環としてweakly

symmetricの場合，恒等写像が中山自己同型写像である．
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定理 1 (Haack [6]). 以上の設定において，RがQF環としてweakly symmetricでない場
合，Rの環自己同型写像 φで，φ(ei) = e[i−1] (1 ≤ i ≤ n)を満たすものが存在する．特に
φmはRの中山自己同型写像となる．したがって，任意の (basicな) serial QF環はweakly

symmetric self-duality (中山自己同型写像)をもつ．

uniserial加群の一般化の 1つとして，部分加群全体の束が分配的なとき，加群は分配的
(distributive)であるという．この条件は少し分かりにくいが，分配的加群は，任意の剰
余加群の socleが同型な単純加群の 2個以上の直和を含まない，という使いやすい条件に
より特徴付けられることが知られている．
任意の直既約射影的左または右加群が分配的なとき，アルチン環は局所分配的 (locally

distributive)であるという．一般に，good self-dualityを定める両側加群はweakly sym-

metric self-dualityを定めるが，局所分配的環上では逆が成り立つ．以後，局所分配的環
においてはweakly symmetric self-dualityについて述べることにする．

例 2. Kを体，Qを quiver 1
β

//α ;; 2とし，R = KQ/〈α2, βα〉をパス多元環の剰余多

元環とするとき，直既約射影的加群のLoewy seriesは RR = 1
1

⊕ 2
1 ，RR = 1

1 2
⊕

2

である．したがって，任意の直既約射影的左または右R加群は分配的であるから，Rは
局所分配的環である．

アルチン環Rは，両側イデアルとしての組成列 (すなわち，各組成因子が両側加群とし
て単純なもの)

R = I0 > I1 > I2 > · · · > In = 0

で，各組成因子 Ii/Ii+1は (R, R)両側加群として平衡的 (すなわち，すべての自己準同型
写像はRの元による乗法写像で与えられる)なものが存在するとき，exact環であるとい
う．局所分配的環は exact環であることが知られている．したがって，東屋の予想の前に
局所分配的環の self-duality (問題B)を考える必要がある．

4. 原田環と準原田環

大城によって導入され，深く研究されている原田環と呼ばれる環のクラスがある．原田
環はさまざまな特徴づけをもつが，ここでは，射影的右加群全体のクラスが本質的拡大で
閉じているようなアルチン環として左原田環 (left Harada ring)を定義することとする．
左原田環は QF-3である．また，任意の直既約射影的右加群が擬移入的 (quasi-injective)

であるとき，アルチン環は左準原田環 (left quasi-Harada ring)であるという．(左準原
田環の概念は左原田環の一般化として，馬場・岩瀬 [4]によって左アルチン環に対して定
義されたが，必然的に右アルチンになることを筆者が示した．) 左準原田環R は右QF-2

(すなわち，任意の直既約射影的右R加群の socleは単純)であるが，局所分配的環につい
ては逆が成り立つ．

補題 3. 局所分配的右QF-2環は左準原田環である．

したがって局所分配的右QF-2環について，準原田環の研究を応用することができる．
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例 4. (1) Rを例 2の局所分配的右QF-2環とする．補題 3よりRは左準原田環で，行列

表現R =

[
A 0

J(A) A/J(A)

]
をもつ．ただし，A = e1Re1で e1はRの頂点 1に対応する冪

等元とする．Aは J(A)2 = 0なる局所 serial環である．

(2) Aを (1)と同じ局所 serial環とするとき，
[

A A/J(A)

J(A) A/J(A)

]
は左原田環 (serial環)で

ある．

大城は原田環の構造を深く研究し，すべての片側原田環はQF環から構成されることを
証明した．我々は同様に準原田環もQF環から構成されることを示した．

定理 5. 任意の左準原田環Rに対して，QF環 Sが存在して，Rは Sから出発して，ある
種の部分環の剰余環を取るという操作を有限回繰り返すことによって復元できる．

したがって，左準原田環に関するある種の議論はQF環に帰着できる．特に補題 3より，
局所分配的右QF-2環については，局所分配的QF環に帰着できるのである．

例 6. 例 4 (1)の左準原田環 Rは，QF環 S =

[
A A

A A

]
の部分環

[
A 0

J(A) A

]
のイデアル

[
0 0

0 J(A)

]
による剰余環と同型である．

原田環はQF環や serial環の一般化と見なすことができる．QF環や serial環は self-duality

をもつため，原田環についても self-dualityの有無が問題となり，加戸・大城は次の定理
を証明した．

定理 7 (加戸・大城 [7]). 次は同値である．

(A) 任意の左原田環は self-dualityをもつ．
(B) 任意の左原田環はweakly symmetric self-dualityをもつ．
(C) 任意の (basicな) QF環は weakly symmetric self-duality (中山自己同型写像)を
もつ．

この後，筆者は [8]において self-dualityをもたない左原田環が存在することを示した
が，この定理 7の手法は有用であり，今回の研究でも重要な役割を果たした．なお，左原
田環は必ずしも self-dualityをもたないものの，つねに almost self-dualityをもつことを，
やはり筆者 [9]は証明している．

5. 主結果と関連する問題

最後に，東屋の予想や問題Bに関する主結果と関連する問題について述べる．
すでに述べたように，補題 3や定理 5を用いれば，局所分配的右QF-2環に関するさまざ

まな議論が局所分配的QF環に関する問題に帰着できる．特に，局所分配的右 serial環の
weakly symmetric self-dualityの問題は serial QF環における問題に帰着されるが，定理 1

より serial QF環はweakly symmetric self-dualityをもつ．したがって，serial環のweakly

symmetric self-duality (定理A)は次のように改良できる．
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定理 8. すべての局所分配的右 serial環はweakly symmetric self-dualityをもつ．

次の定理は，直交原始冪等元の個数が高々2個の局所分配的QF環はweakly symmetric

self-dualityをもつことから従う．

定理 9. 局所分配的右QF-2環Rについて，右 socle S(RR)が高々2 個の非同型な単純加
群しか含まない場合，Rはweakly symmetric self-dualityをもつ．

これらの定理は東屋の予想や問題 Bの部分的な解答を与えている．一般の局所分配的
右QF-2環の self-dualtyについてはまだ分からないが，定理 7の手法を用いることにより，
次のように言い換えることができた．

定理 10. 次は同値である．

(A) 任意の局所分配的右QF-2環は self-dualityをもつ．
(B) 任意の局所分配的右QF-2環はweakly symmetric self-dualityをもつ．
(C) 任意の (basicな)局所分配的 QF環は weakly symmetric self-duality (中山自己同
型写像)をもつ．

なお，次のように局所分配的右QF-2環における almost self-dualityの存在は示すこと
ができた．

定理 11. 任意の局所分配的右QF-2環は almost self-dualityをもつ．

定理 10と同様に定理 7の手法を用いて，東屋の予想や問題Bも次のように言い換えら
れる．

定理 12. 次は同値である．

(A) 任意の局所分配的環 (resp. exact環)は self-dualityをもつ．
(B) 任意の局所分配的環 (resp. exact環)はweakly symmetric self-dualityをもつ．

定理 8, 9, 11から，東屋の予想や問題 Bの前に，局所分配的右 QF-2環における self-

dualityの問題を解決すべきであると思われるが，定理 10よりこれは次と同じである．

問題 13. すべての (basicな)局所分配的QF環は weakly symmetric self-duality (中山自
己同型写像)をもつか?

basicな serial QF環が中山自己同型写像をもつことは，定理 1で述べたように，serial

QF環の場合は中山置換の形が決まっており扱いやすいからだと考えられる．これから，
basicな局所分配的QF環における中山自己同型写像の存在を論じるため，まず中山置換
に serial QF環の場合と同様な制限を課すことが考えられる．しかしながら，局所分配的
QF環の中山置換は多様である．実際，与えられた任意の置換を中山置換としてもつ，環
として直既約な局所分配的QF環が存在する ([10, Example 5.10])．したがって，問題 13

を一般的に解決するためには，最終的には中山置換に制限を課すことはできない．
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