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本講演は, 講演者の他, 後藤四郎氏 (明治大学), 高橋亮氏 (名古屋大学), 大関一秀氏 (山
口大学)との共同研究の報告である ([4], [5]).

1. 背景

この講演を通じて, 特に断らない限り, (A,m, k) は可換なネーター局所整域とし, 単位
元 1A を持つとする. また, m は A のただ１つの極大イデアル, k = A/m を剰余体とす
る. d = dimA を A のクルル次元 (Krull dimension)を表すものとする.
さらに, 講演を通じて, M は有限生成 A 加群を表すものとし, ℓA(M) は M の長さ

(length), µA(M) = ℓA(M/mM)をM の極小生成系の個数 (minimal number of generators)
rankA(M) = dimQ(A)(M ⊗A Q(A)) を M の階数 (rank), eA(M) = e0m(M) を M の極大イ
デアルに関する重複度 (multiplicity)を表すものとする. ここで, Q(A) は A の商体を表
す. 一般に, A のm-準素イデアル I に対して, 十分大きな整数 n を取れば, ℓA(A/I

n+1) は
n についての多項式となり, 次のように表すことができる：

ℓA(A/I
n+1) = e0

(
n+ d

d

)
− e1

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded.

このとき, e0 = e(I) を I に関する重複度と言う. さらに, A が整域のときには,

e0I(M) = e(I) · rankA(M)

により, I に関する M の重複度が計算できる.
本講演の主役である極大 Cohen-Macaulay 加群 (以下, 極大 Cohen-Macaulay 加群と呼

ぶ) と Ulrich Cohen-Macaulay 加群の定義から始めよう.

The detailed version of this paper will be submitted for publication elsewhere.
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Definition 1. ExtiA(A/m,M) = 0 (0 ≤ ∀i < d = dimA) が成立するとき, M は極大
Cohen-Macaulay A 加群であるという。明確なときは, 極大 Cohen-Macaulay 加群と
呼ぶ。

極大 Cohen-Macaulay 加群について, 次の不等式は基本的である.

Lemma 2. M が極大 Cohen-Macaulay 加群ならば,

rankAM ≤ µA(M) ≤ eA(M)

が成り立つ.

Definition 3 (Brennan-Herzog-Ulrich [1]). M が極大 Cohen-Macaulay 加群で, 等号
µA(M) = eA(M) が成立するとき, M は Ulrich Cohen-Macaulay A 加群 であるとい
う. 以下では, Ulrich 加群と呼ぶ。

次に, special Cohen-Macaulay 加群の定義を思い出そう. その前に有理特異点について
少し説明しよう. (A,m, k) を２次元の完備局所整閉整域とし, 剰余体 k は標数 0 の代数
的閉体と仮定する. ある特異点解消 π : X → SpecA が存在して, H1(X,OX) = 0 が成り
立つとき, A は有理特異点であると言う.
有理特異点の代表的な例は商特異点である. 例えば, 次の環は代表的な例である.

k[[s4, st, y4]] ∼= k[[x, y, z]]/(x2 + y4 + z2).

k[[s4, s3t, s2t2, st3, t4]].

特に, ２次元の Gorenstein 有理特異点は, 有理二重点 (rational double point)とも呼ば
れ, 次のいずれかの方程式 f で定義される超曲面 A = k[[x, y, z]]/(f) であることが知ら
れている (cf. [9], [10]):

(An) z2 + x2 + yn+1 (n ≥ 1)
(Dn) z2 + x2y + yn−1 (n ≥ 4)
(E6) z2 + x3 + y4

(E7) z2 + x3 + xy3

(E8) z2 + x3 + y5.

さて, ２次元有理特異点上の special Cohen-Macaulay 加群の定義を与えておこう (注
意：より一般に定義されているが, ここでは有理特異点に限定する).

Definition 4. A を２次元の有理特異点とし, M を極大 Cohen-Macaulay 加群とする. こ
のとき, M が special Cohen-Macaulay A 加群であるとは, M∗ := HomA(M,A) ∼=
Syz1A(M) が成り立つことと定める. 明らかな場合は, special 加群と呼ぶ。

Wunram [14]は２次元巡回商特異点上のすべての special加群を分類した. また, Iyama-
Wemyss [7]はその結果を拡張し, ２次元の商特異点における special 加群を完全に分類し,
その Auslander-Reiten グラフを記述した.
先に与えた有理 (商)特異点の例に対して, 直既約な Ulrich 加群と special 加群を明確に

しておこう.

Example 5. A = k[[s4, st, t4]] ∼= k[[x, y, z]]/(x2 + y4 + z2) の極小な特異点解消の双対グ
ラフは E1 − E2 − E3 である. ここで, E2

1 = E2
2 = E2

3 = −2, E1E2 = E2E3 = 1, 及び
E1E3 = 0が成り立つ. McKay 対応により, 我々は Ei (i = 1, 2, 3) に対応する直既約な極
大Cohen-Macaulay加群 Mi を見出すことができる.
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生成系 階数 µA(M) e(M)
M0 A 1 1 2 free
M1 As+ At3 1 2 2 Ulrich, special
M2 As2 + At2 1 2 2 Ulrich, special
M3 As3 + At 1 2 2 Ulrich, special

Example 6. A = k[[s4, s3t, s2t2, st3, t4]] とおく. 極小特異点解消 π : X → SpecA の双対
グラフは, E1 のみである. ここで, E2

1 = −4 である.
Special McKay 対応 (cf. [14])により, E1 に対応する直既約な極大 Cohen-Macaulay A

加群 M1 が存在する.

生成系 階数 µA(M) e(M)

M0 A 1 1 4 free
M1 As+At 1 2 4 special
M2 As2 +Ast+At2 1 3 4
M3 As3 +As2t+Ast2 +At3 1 4 4 Ulrich

イデアル I に関する Ulrich 加群の概念と Ulrich イデアルの概念を定義しよう.

Definition 7. A を Cohen-Macaulay 局所整域とし, I を m準素イデアルとする. 極大
Cohen-Macaulay A 加群 M が ℓA(M/IM) = e0I(M) と, M/ が A/I 自由加群であること
をみたすとき, I に関する Ulrich Cohen-Macaulay A 加群,略して, I に関する Ulrich
加群であるという.

Definition 8. パラメーター系で生成されないイデアルが, I のある極小還元 (minimal
reduction) Q に対して I2 = QIbをみたし, I/I2 が A/I-自由加群ならば, Ulrich イデア
ルと言う.

Ulrich イデアルの代表的な例を与えておこう.

Example 9. (1) ([11])A が Cohen-Macaulay 局所整域で, 極小重複度 (minimal mul-
tiplicity)を持つとき, m は Ulrich イデアルになる.

(2) A = k[[x1, . . . , xn]]/(x
a1
1 + · · · + xan

n ) のとき, もし a1 = 2b が偶数ならば, Ib =
(xb

1, x2, . . . , xn)は Ulrichイデアルになる. k[[x, y, z]]/(x3+y3+z3)も Ulrichイデア
ルを持つが,この形にはなっていない (後述未解決問題参照Watanabe-Yoshida:No.1).

Ulrich イデアル上の Ulrich 加群の理論は, 重複度 2 の超曲面の (極大イデアルに関す
る) Ulrich 加群の理論を拡張したものと考えることができる. その視点でみたとき, 次の
２つの結果はごく自然なものである ([1]参照).

Theorem 10. (A,m, k) を Cohen-Macaulay 局所整域とする. i ≥ d に対して, I が Ulrich
イデアルならば, SyziA(A/I) は I に関する Ulrich 加群である. d = dimA ≥ 1 のときは,
逆も正しい.

Theorem 11. M は I に関する Ulrich 加群と仮定する. このとき, M∨ = HomA(M,KA)
が Ulrich 加群であることと, A/I が Gorenstein であることとは同値である.

Gorenstein 局所環において, Ulrich イデアルは興味深い特徴付けを持つ. イデアル I が
good イデアルであるとは, I2 = QI をみたす極小還元 Q が存在して, I2 = QI であり,
2 · ℓA(A/I) = e0I(A) が成り立つときを言う.
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Proposition 12. A は Gorenstein 局所環とする. このとき, 次は同値である.

(1) I は Ulrich イデアルである.
(2) I is good イデアルで, かつ, A/I は Gorenstein である.
(3) I is µA(I) = d+ 1 をみたす good イデアルである.

本講演において焦点となっている２次元有理二重点において, good イデアルの概念は
次に述べるように幾何的な特徴付けを持つ.

Theorem 13 (Goto-Iai-Watanabe [3] ). (A,m, k) を２次元有理二重点とするとき, m-
準素イデアル I に対して, 次の条件は同値である :

(1) I は good イデアルである.
(2) I は整閉イデアルで, 極小特異点解消 π : X → SpecA 上で表現される. すなわち,

X 上の反ネフ因子 Z が存在して, IOX = OX(−Z)は可逆で, I = H0(X,OX(−Z))
が成り立つ.

代表的な例は極大イデアルである. ２次元有理特異点において, 極大イデアルは good
イデアルであるが, 実際, 極大イデアルは基本因子 Z0 =

∑
i niEi で表現される整閉イデ

アルである.

Example 14. A = k[[x, y, z]]/(x2 + y4 + z2) を (A3) 型の有理二重点とする. このとき,
基本因子は Z0 = E1 + E2 + E3 である. Z = a1E1 + a2E2 + a3E3 が反ネフ因子であるた
めの条件を計算してみよう. E2

1 = E2
2 = E2

3 = −2, E1E2 = E2E3 = 1 及び E1E3 = 0 を用
いて計算すると,  ZE1 = −2a1 + a2 ≤ 0

ZE2 = a1 − 2a2 + a3 ≤ 0
ZE3 = a2 − 2a3 ≤ 0

を得る. ゆえに, ベクトル [a1, a2, a3] と a1E1 + a2E2 + a3E3 を同一視するとき, 反ネフ因
子は [1, 1, 1], [1, 2, 1], [1, 2, 2], [1, 2, 3], [2, 2, 1] 及び [3, 2, 1] で張られる錘の格子点に対応
する. なお, 後で見るように最初の２つのべクトルが Ulrich イデアルに対応する.

次に, ２次元有理特異点上の special Cohen-Macaulay 加群の概念を一般化しよう. 以
下, しばらく A は２次元の有理特異点とする.

Definition 15. A を２次元の有理特異点, I を m-準素イデアルとする. 極大 Cohen-
Macaulay 加群 M が, special であり, M/IM が A/I 上自由であるとき, M は I に関し
て special Cohen-Macaulay 加群, 略して, I に関して special 加群であるという.

また, Ulrich イデアルに対応するものとして, special イデアルの概念を次のように定義
する.

Definition 16. m-準素イデアル I が good であり, さらに, I に関する special Cohen-
Macaulay 加群が少なくとも１つ存在するならば, special イデアルであると言う.

基本的な問題は,

Ulrich 加群 (Special) Cohen-Macaulay 加群及び Ulrich (special) イデアルを分類せよ.

である. 以下, ２次元有理二重点上の Ulrich 加群と Ulrich イデアルの分類定理を中心
に紹介しよう.
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2. ２次元有理二重点の Ulrich イデアルと Ulrich 加群

以下, この節では, A は２次元の有理二重点とし, π : X → SpecA をその極小特異点解
消とする. 最初に, 各有理二重点における Ulrich イデアルの分類方法を説明しよう.

Lemma 17. I が Ulrich イデアルであるための必要十分条件は, µ(I) = 3 であり, X 上
のある反ネフ因子 Z が存在して, I = H0(X,OX(−Z)) が good イデアルになることで
ある.

この補題を用いれば, 任意の Ulrich イデアルを決定することは難しくない. (A3) 型
の有理二重点 A = k[[x, y, z]]/(x2 + y4 + z2) の場合に説明しよう. まず, 基本因子は
Z0 = E1 + E2 + E3 である. また, Z = a1E1 + a2E2 + a3E3 を反ネフ因子とすれば,

ZE1 = −2a1 + a2 ≤ 0,

ZE2 = a1 − 2a2 + a3 ≤ 0,

ZE3 = a2 − 2a3 ≤ 0.

が成り立つことをすでにみた. 一方, µ(I) = 3 という条件は, ZZ0 = −2, すなわち,
(Z − Z0)Z0 = 0 は

Z0Ei ̸= 0 =⇒ ai = ni = 1

に翻訳される. この例では, Z0E1 = Z0E3 = −1, Z0E2 = 0 だから, a1 = a3 = 1 を得る.
このとき, 上の連立不等式から, a2 = 1 または a2 = 2 を得る. 言い換えると, Ulrich イデ
アルに対応する反ネフ因子は,

Z0 = E1 + E2 + E3, Z1 = E1 + 2E2 + E3

の２つである.

次に, Ulrich イデアルに関する Ulrich 加群を分類しよう. (その後, イデアル I に関す
る Ulrich 加群があれば, I は Ulrich イデアルであることを示すことで Ulrich 加群の完全
な分類が完成する. )
基本的な道具は次の定理である.

Theorem 18 (Kato’s Riemann Roch e.g. [13]). A を２次元有理特異点とする. I =
H0(X,OX(−Z)) を π : X → SpecA 上で表現される整閉イデアルとすると,

ℓA(A/I) = −Z2 +KZ

2

が成り立つ. ここで, K は X 上の標準因子である. また, 極大 CM 加群 M に対して,

ℓA(M/IM) = rankAM · ℓA(A/I) + c(M̃)Z.

が成り立つ. ここで, M̃ = π∗M/torsion はM の引き戻しで定義される層であり, c(M̃)
はその第 1 Chern 類を表す.

Remark 19. A を２次元有理特異点とする. {Ei}ri=1 を極小特異点解消に現れる例外因子
全体とするとき, 標準因子 K =

∑r
i=1 kiEi は, 方程式

0 = pa(Ei) =
E2

i +KEi

2
+ 1 = 0 (i = 1, . . . , r)

で定まる.
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Theorem 20 (McKay correspndence). X を極小な特異点解消とし, {Ei} を例外因子
全体とする. このとき, 各 Ei に対して, 直既約な極大 Cohen-Macaulay 加群 Mi が同型
を除いて一意的に存在して, 次を満たす:

(1) c(M̃i)Ej = δij. (クロネッカーのデルタ )
(2) rankAMi = ni, ここに, Z0 =

∑
i niEi は基本因子を与える.

先に, Ulrich イデアルに対応する因子を決定した, (A3) 型の有理二重点

A = k[[x, y, z]]/(x2 + y4 + z2)

に対して, 各 Ulrich イデアルに関するUlrich 加群をすべて決定しよう. I に関する Ulrich
加群の直和や直和因子も同じ性質を持つから, 直既約なものに限って調べればよい.

• Z0 に対応する Ulrich 加群

Z0 = E1 + E2 + E3 に対応する good イデアルは極大イデアルである. M1, M2, M3 が
極大イデアル m に関する Ulrich 加群であることは既に確認している.

• Z1 に対応する Ulrich 加群

Z1 = E1+2E2+E3 に対応する Ulrich イデアル I = H0(X,OX(−Z1)) に関する Ulrich
加群を決定すれば十分である. なお, 以下の計算において I の生成系を具体的に決定する
必要性はないが, 具体的には, I = (x, y2, z) である. 実際, Kato の Riemann-Roch 定理か
ら, ℓA(A/I) = 2 であることが分かる. 一方, (x, y2, z) がこの条件をみたす Ulrich イデア
ルであることが定義により確認できるので, I = (x, y2, z) であることが結論される.

まず, Kato の Riemann-Roch 定理から,

ℓA(Mi/IMi) = ℓA(A/I) · rankAMi + c(M̃i)Z = ℓA(A/I) · ni + ai

を得る. 他方, I が good イデアルであることに注意すると,

e0I(Mi) = e(I) · rankA(Mi) = 2 · ℓA(A/I) · ni

を得る. ゆえに, もし Mi が I に関する Ulrich 加群ならば,

(∗) ai = ℓA(A/I) · ni = ℓA(A/I)

を得る。逆に, 条件 (*)が成り立てば, ℓA(Mi/IMi) = e0I(Mi) が成立する. また, Mi は (極
大イデアルに関する) Ulrich 加群だから,

µA(Mi) = e0m(Mi) = e(m) · rankA(Mi) = 2ni

であり,

µA(Mi)ℓA(A/I) = 2ni · ℓA(A/I) = ℓA(Mi/IMi)

が成り立つから, Mi/IMi は自由 A/I-加群である. 従って, Mi が I に関して Ulrich 加群

であるためには (*) が成り立てばよい. ℓA(A/I) =
−Z2

1

2
= 2 なので, この条件をみたす i

は i = 2 に限る. 言い換えると, M2 のみが I に関する Ulrich 加群である.

従って, m に関する Ulrich 加群は, M1, M2, M3 の有限直和であり, I = (x, y2, z) に関
する Ulrich 加群は, M2 の直和である.

以上の議論を次のように図示することができる.
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(A3) f = x2 + y4 + z2

Z0 =
1w 1 w 1w m = I0 = (x, y, z)

Z1 =
1g 2 w 1g I1 = (x, y2, z)

上記と同様の議論により, 与えられた有理二重点の Ulrich イデアルに関するUlrich イ
デアルを完全に決定することができる.

Ulrich 加群の分類を完成するには, Ulrich イデアル以外のイデアル I に関する Ulrich
加群を分類しなければならないが, 次の定理により, ２次元有理二重点の場合はその心配
はない.

Theorem 21. A を２次元の有理二重点とし, I を m-準素イデアルとする. このとき, 次
の条件は同値である.

(1) I に関する Ulrich 加群が存在する.
(2) I は Ulrich イデアルである.

以上により, ２次元有理二重点上のUlrich 加群を完全に分類できることが分かった. 以
下では, 先に述べた (A3) の場合を参考にして, 各有理二重点の場合の Ulrich イデアルと
それに関する Ulrich 加群の表 (一部省略)をあげておく.

Ulrich ideals in RDP of type (An) f = x2 + yn+1 + z2 (n = 2m)

Zk =
1g 2g · · · kg k + 1w · · · k + 1w kg · · · 2g 1g (k = 0, 1, · · · ,m− 1)

Ulrich ideals in RDP of type (Dn) f = x2y + yn−1 + z2 (n = 2m ≥ 4)

Zk =
1g 2g 3g · · · 2k + 2w · · · 2k + 2w��

@@

w
w

k + 1

k + 1︸ ︷︷ ︸
n− 2k − 3

(k = 0, 1, . . . ,m− 2)

Zm−1 =
1g 2g 3g · · · 2m− 3g 2m− 2g��

@@

g
w
m− 1

m

Zm =
1g 2g 3g · · · 2m− 3g 2m− 2g��

@@

w
g
m

m− 1

Zm+1 =
2w 2g 2g · · · 2g 2 g��

@@

g
g
1

1
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Ulrich ideals in RDP of type (E6) f = x3 + y4 + z2

Z0 =
1w 2w 3 w 2w 1w

2 w

Z1 =
2w 3g 4 g 3g 2w

2 g

Ulrich ideals in RDP of type (E7) f = x3 + xy3 + z2

Z0 =
2w 3w 4 w 3w 2w 1w

2 w

Z1 =
2g 4g 6 g 5g 4w 2w

3 g

Z2 =
2g 4g 6 g 5g 4g 3w

3 g

Ulrich ideals in RDP of type (E8) x3 + y5 + z2

Z0 =
2w 4w 6 w 5w 4w 3w 2w

3 w

Z1 =
4w 7g 10g 8g 6g 4g 2g

5 g

一方, イデアル論的な計算により具体的な Ulrich イデアルを見つけ, 個数を比較するこ
とにより, 次の定理のようなUlrich イデアルの完全リストを得る.
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Theorem 22. ２次元有理二重点における Ulrich イデアルは次の表で与えられる :

(An) {(x, y, z), (x, y2, z), . . . , (x, ym, z)} if n = 2m;
{(x, y, z), (x, y2, z), . . . , (x, ym+1, z)} if n = 2m+ 1.

(Dn) {(x, y, z), (x, y2, z), . . . , (x, ym−1, z),
(x+

√
−1ym−1, ym, z), (x−

√
−1ym−1, ym, z),(x2, y, z)}

if n = 2m;
{(x, y, z), (x, y2, z), . . . , (x, ym, z), (x2, y, z)}
if n = 2m+ 1.

(E6) {(x, y, z), (x, y2, z)}.
(E7) {(x, y, z), (x, y2, z), (x, y3, z)}.
(E8) {(x, y, z), (x, y2, z)}.

3. 有理二重点上の Special Cohen-Macaulay 加群

有理二重点において, 「イデアル I に関する Ulrich Cohen-Macaulay 加群」は, 実は,
「M/IM が自由 A/I 加群である」ことに過ぎないことが分かる.

Theorem 23. A を２次元有理二重点とし, I をパラメーターイデアルでない, m 準素イ
デアルとする. このとき, 極大Cohen-Macaulay 加群 M に関して, 次の条件は同値である.

(1) M は I に関して, Ulrich 加群である.
(2) M は I に関して, special 加群である.
(3) M は自由加群を直和因子に持たず, M/IM は自由 A/I-加群である.

このとき, I は Ulrich イデアルで, M∗ = HomA(M,A) も I に関するUlrich 加群である.

4. non Gorenstein 有理特異点における Ulrich (special) イデアルの例

Example 24. G を g =

(
ε7

ε37

)
で定義された巡回群として, A = k[[s7, s4t, st2, t7]] =

k[[x, y]]G とおく.

このとき, 極小特異点解消の双対グラフは, E1−E2−E3 (ただし, E2
1 = −3, E2

2 = E2
3 =

−2)の形をしている.

Ma = (sitj | i + 3j ≡ a (mod 7)) (a = 0, 1, . . . , 6) とおくと, {Ma}6i=0 は A 上の直既
約な極大 Cohen-Macaulay 加群の全体であり, Ma が special (resp. Ulrich) になるのは,
a = 1, 2, 3 (resp. a = 4, 5, 6) の場合である.

一方, special cycles は Z0 = E1 +E2 +E3 と Z1 = E1 + 2E2 +E3 である. I0 = m に対
する直既約な special 加群は M1, M2 と M3 であるが, I1 = H0(X,OX(−Z1)) に対する直
既約な special 加群は M2 のみである.
一方, Ulrich イデアルは m のみであることが分かるが, 「Ulrich 加群」は完全に決め

られていない.
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最後に, 未解決問題をあげておく.

(1) どんな局所環が Ulrich イデアルを持つか? (Ulrich イデアルを持つ Gorenstein 整
域は完全交叉であるか?)

(2) 単純超曲面特異点上の Ulrich イデアルを分類せよ. (２次元から来るもので決まる
か?)

(3) ２次元単純楕円特異点上の Ulrich イデアルを分類せよ.
(4) ２次元 non Gorenstein 有理特異点上のあるイデアルに関する Ulrich 加群を完全
に分類せよ.
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