
ON THE CENTER OF A WREATH PRODUCT OF TRUNCATED
POLYNOMIAL ALGEBRAS

MASAHIDE KONISHI

Abstract. Let R be a ring with unity and let n, N be positive integers. Let Sn be
the symmetric group. Let ri be positive integers for 1 ≤ i ≤ N . Let A be a truncated
polynomial R-algebra R[x1, · · · , xN ]/⟨xr1

1 , · · · , xrN
N ⟩. Let An be a wreath product A ≀Sn.

Then the rank of the center of An equals to the number of
∏

ri-multipartitions of n.
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本稿においてRは単位元を持つ可換環とする. nおよびN を 1以上の整数とする. 1 ≤
i ≤ N に対し、riを 1以上の整数とする.
[1]において、対称群 SN の wreath積 SN ≀ Snの共役類が typeという概念を用いて特

徴付けられている。すなわち、群環R(SN ≀ Sn)の中心を記述している。本稿ではR-代数
R[x1, · · · , xN ]/⟨xr1

1 , · · · , xrN
N ⟩のwreath積に対して typeの概念を拡張し、それを用いて中

心を記述する。
第 1節で基本的な用語を定義し、第 2節で truncated polynomial ringのwreath積に関

する種々の性質を示し、第 3節で主定理を述べる。証明については適宜省略する。
1. 準備

Definition 1. 集合 {1, . . . , n}から {1, . . . , n}への全単射写像全てからなる集合に、写像
の合成を積として与えた群を n次対称群と呼び、Snで表す。
Snの元 σに対し cycle分解が考えられる。よく知られている概念であり、本稿では「右

向き」に記述することを例で以て示すに留める。
Example 2. σ ∈ S3を σ(1) = 2、σ(2) = 3、σ(3) = 1で定める。このとき σの cycle分解
は長さ 3の cycle1つから成り、表記は (1 2 3)、(2 3 1)、(3 1 2)の 3通り存在する。
τ ∈ S3を τ(1) = 2、τ(2) = 1、τ(3) = 3で定める。このとき τ の cycle分解は長さ 2の

cycle1つ長さ 1の cycle1つから成り、表記は (1 2)(3)、(2 1)(3)、(3)(1 2)、(3)(1 2)の 4通
り存在する。
一般に cycle分解の表記は一意ではないが、後に定義する typeは表記に依らない。
また、長さ 1の cycleは混乱が生じない限り省略する。
cycle分解とその共役な元の cycle分解に関する次の性質がある。

Proposition 3. σ ∈ Snの cycle分解の表記が長さ nの cycle(γ1 . . . γn)であると仮定す
る. このとき, 任意の τ ∈ Snに対し, τστ−1の cycle分解の表記として (τ(γ1) . . . τ (γn))
が得られる.

σの cycle分解が複数の cyclesで表記される場合も同様のことが成り立つ。
The detailed version of this paper will be submitted for publication elsewhere.



Example 4. S3の元としてσ = (1 2 3)と τ = (2 3)をとると、τστ−1 = (τ(1) τ(2) τ(3)) =
(1 3 2)となる。

S4の元として σ = (1 2)(3 4)と τ = (2 3)をとると、τστ−1 = (τ(1) τ(2))(τ(3) τ(4)) =
(1 3)(2 4)となる。
本稿では分割および多重分割を以下で定義する。分割は typeを定義する際に用い、多

重分割は主定理を記述する際に用いる。
Definition 5. 正の整数の単調非増加な列 λ = (λ1, . . . , λt)を分割と呼ぶ. 分割 λに対し
t∑

i=1

λiを |λ|と記す. |λ| = nであるとき, λを nの分割と呼ぶ. また, 0の分割を ∅で表す.

Definition 6. t個の分割の列 λ̂ = (λ(1), . . . , λ(t))を t-多重分割と呼ぶ.
t∑

i=1

|λ(i)| = nであ

るとき, λ̂を nの t-多重分割と呼ぶ.

Remark 7. nの t-多重分割 (λ(1), . . . , λ(t))については、(|λ(1)|, . . . , |λ(t)|)がnの分割である
必要はない。
Example 8. 2の 2多重分割は ((2), ∅)、((1, 1), ∅)、((1), (1))、(∅, (2))、(∅, (1, 1))の 5通
り存在する。
次の集合 Im,rは truncated polynomial ring側の情報を記述する際に用いられる。

Definition 9. m, rを 1以上の整数とする. 集合 {0, . . . , r − 1}mを Im,rで表す. Im,rの元
α = (α1, . . . , αm)に対し,

m∑
k=1

αkを |α|と記す.

以下の性質は元が中心であるための条件を判定する際に用いる。証明は帰納法による。
Proposition 10. Im,rの元α = (α1, . . . , αm)と1以上m−1以下の整数pに対し, αp < r−1
かつ αp+1 > 0のとき, (α1, . . . , αp−1, αp + 1, αp+1 − 1, αp+2, . . . , αm)もまた Im,rの元であ
る. |α| = a(r− 1) + b (0 ≤ a ≤ m, 0 ≤ b < r− 1)とすると, αに上記の操作を繰り返すこ
とで (r − 1, . . . , r − 1, b, 0, . . . , 0)が得られる. これを αの左詰めと呼ぶ.

Aを有限生成自由 R-代数とする. 即ち, R-加群としては A =
t⊕

i=1

Rai (i ̸= j ならば

ai ̸= aj)と表せると仮定する.

Definition 11. 有限生成自由R-代数の Snによるwreath積A ≀ Snを以下で定義する。
• 集合としてはA⊗n ⊗RSnである。ただし、テンソル積はR上でとる。
• (a1 ⊗ · · · ⊗ an) ⊗ σと (b1 ⊗ · · · ⊗ bn) ⊗ τ の積を (

a1bσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ anbσ−1(n)

)
⊗ στ

で定め, R-線形に拡張する.

Proposition 12. R-加群としてA ≀ Sn =
⊕

R ((ai1 ⊗ · · · ⊗ ain)⊗ σ)である. ただし直
和は 1 ≤ ik ≤ t (1 ≤ k ≤ n), σ ∈ Snを走る.

εを Snの単位元, 1RをRの単位元 1AをAの単位元とする. si (1 ≤ i < n)を Snの元
(i i+ 1)とする.



• Aの元 aに対しA ≀ Snの元 (a⊗ 1A ⊗ · · · ⊗ 1A)⊗ 1R εを âと書く.
• Snの元 σに対しA ≀ Snの元 (1A ⊗ · · · ⊗ 1A)⊗ 1R σを σ̂と書く.

以下では混同が生じなければ 1R及び 1Aを共に 1と略記し, 1R σは σと略記する.
以下の性質から、A ≀ Sn元が中心に属することを確認する際は、特定の元との可換性の

み確認すれば十分である。
Proposition 13. A = ⟨a1, · · · , au⟩Rとする. このとき, A ≀Sn = ⟨â1, . . . , âu, ŝ1, . . . , ˆsn−1⟩R
である. ただし, ⟨⟩Rは積及び和による生成を表す.

2. truncated polynomial algebrasのwreath積
以下, Aは truncated polynomial R-algebra R[x1, · · · , xN ]/⟨xr1

1 , · · · , xrN
N ⟩とし, A ≀Snを

Anで表す.
混同が生じない限り, σ̂を単に σと書く. 1 ≤ i ≤ N に対し (xi ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1)⊗ εを xi,1

で表す. 1 ≤ p < nに対し spxi,pspを xi,p+1で表す.
xi,p+1はテンソル積の p+ 1番目のみが xiでその他は 1の元である。
Anは xi,j(1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j < n)と sk(1 ≤ k < n)で生成され、生成元の関係式は次の

通りとなる.

• xri
i,j = 0 (1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ n)

• xi,jxi′,j′ = xi′,j′xi,j (1 ≤ i, i′ ≤ N, 1 ≤ j, j ′ ≤ n)
• s2k = 1An (1 ≤ k < n)
• sksk′ = sk′sk (1 ≤ k, k′ < n, |k − k′| > 1)
• sksk+1sk = sk+1sksk+1 (1 ≤ k < n− 1)
• xi,jsk = skxi,j (1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k < n, j ̸= k, k + 1)
• xi,ksk = skxi,k+1 (1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ k < n)
• xi,k+1sk = skxi,k (1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ k < n)

また、σxi,j = xi,σ(j)σ である.

Proposition 14. R-加群として An =
⊕

R
∏

x
di,j
i,j σである. ただし直和は 0 ≤ di,j <

ri(1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ n), σ ∈ Snを走る.

集合


∏

1≤i≤N
1≤j≤n

x
di,j
i,j σ | 0 ≤ di,j < ri, σ ∈ Sn

を Bで表す.

Anの元を
∑
b∈B

cbb (cb ∈ R)と表し, それが中心の元であると仮定すると cbがどのような

条件を満たすかを議論することで中心を求める. そのために typeの概念を導入する。
Definition 15. b =

∏
x
di,j
i,j σ ∈ Bに対し, σの cycle分解 γ1 · · · γtを取る.

各 cycle γi = (γi,1 . . . γi,l(γi))と 1 ≤ j ≤ Nに対し, γiのxjに関する次数を
∑

1≤k≤l(γi)

dγi,k,j

で定め, δi,jで表す. γiの次数を (δi,1, . . . , δi,N)で定め, ∆(γi)で表す.
各 cycleに対し, cycleの長さと次数を組にして得られるmultiset [(l(γi),∆(γi))]1≤i≤tを

bの typeと呼び, type(b)で表す.



各 cycleの次数は和を取っているので, cycleの表記に依らずwell-defindedである. bの
typeはmultisetを用いているので, σの cycle分解の表記に依らずwell-defindedである.
定義から直ちに示される Bの元と typeに関する性質を述べる。

Proposition 16. b, b‘ ∈ B, 1 ≤ k < nとする. このとき, skb = skb
′または bsk = b′skなら

ば, b = b′である.

Proposition 17. b, b‘ ∈ B, 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ nとする. このとき, xi,jb = xi,jb
′ ̸= 0ま

たは bxi,j = b′xi,j ̸= 0ならば, b = b′である.

Proposition 18. b ∈ B, 1 ≤ k < n, σ ∈ Snとする. このとき, type(b) = type(skbsk)であ
る. また, type(b) = type(σbσ−1)である.

Definition 19. Anの中心をZ(An)或いは単にZで表す.

Zの元を
∑
b∈B

cbbの形で表した際、係数 cbが満たすべき条件を調べて以下を得る。要す

るに、typeが等しい Bの元は係数も等しいことが centerであるための必要条件となる。
Lemma 20.

∑
b∈B

cbb ∈ Z とする. このとき, b, b′ ∈ Bに対し, type(b) = type(b′)ならば
cb = cb′

証明の概略は以下の通りである。
b =

∏
x
di,j
i,j σと b′ =

∏
x
d′i,j
i,j σ

′に対し, typeが等しいという仮定から σ = τσ′τ−1とな
る τ ∈ Snが存在する. b′′ = τb′τ−1とすると, 中心の元であることと τ との可換性から
cb′ = cb′′なので, cb = cb′′を示せば良い.
以下の例のようにして各 xi,jとの可換性を用いて係数が等しい Bの元を辿っていく.
(1 2)x1,1に右から x1,2を掛けると (1 2)x1,1x1,2であり,
(1 2)x1,2に左から x1,2を掛けると (1 2)x1,1x1,2なので, c(1 2)x1,1 = c(1 2)x1,2を得る.
これを繰り返すと各 cycle内での左詰めが行え、bと b′′は共通の左詰めに辿り着くので

cb = cb′′が示される。
Definition 21. Type(B)を {type(b) | b ∈ B}で定める.
各 T ∈ Type(B)に対し, BTを {b ∈ B | Type(b) = T}で定める.
T ∈ Type(B)に対し, T = [li, (δi,1, . . . , δi,N)]1≤i≤tの形で表した際, 各 1 ≤ j ≤ N 及び各

1 ≤ k ≤ tに対し
(lk − 1)(rj − 1) ≤ δj,k ≤ lk(rj − 1)
が成り立つとき, Tを central typeと呼ぶ.
Central typeが為すType(B)の部分集合をTypeC(B)で表す.

b ∈ Bの元に対し、type(b) ∈ TypeC(B)であることが cb ̸= 0であることの必要条件と
なる。
Lemma 22.

∑
b∈B

cbb ∈ Zとする. T ∈ Type(B)\TypeC(B)とする.

このとき, type(b) = Tならば cb = 0である.

証明の概略は以下の通りである。
仮定から δj,k < (lk − 1)(rj − 1)となる jと kが存在するので, その cycleと変数に着目

して cb = 0を示す.



以下の類似として示される.
(1 2)に右から x1,1 を掛けると (1 2)x1,1 を得るが, 左から x1,1 を掛けると x1,1(1 2) =

(1 2)x1,2により必ず x1,2が出てくるため, 左から x1,1を掛けて (1 2)x1,1となる元は存在し
ない, 即ち c(1 2) = 0である.
各 T ∈ TypeC(B)と b ∈ Bに対し、type(b) = Tならば cb = 1、type(b) ̸= Tならば cb = 0

とすれば centerの元が得られる。
Lemma 23. T ∈ TypeC(B)とすると,

∑
b∈BT

b ∈ Zである.

Central typeの定義から, 各 sk及び各 xi,1との可換性を確かめる. Central typeである
ことは skとの可換性については必要ではないが、各 xi,1との可換性については必要かつ
十分となる。
Example 24. n = 2, N = 1, r1 = 2の場合、

Type(B) = {[(2, 0)] , [(2, 1)] , [(2, 2)] , [(1, 0), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 1)]}。
TypeC(B) = {[(2, 1)] , [(2, 2)] , [(1, 0), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 1)]}。
x1,jを xjと略記すると、(j = 1, 2)
各 central typeに対応するZの元は, (1 2)x1 + (1 2)x2, (1 2)x1x2, 1, x1 + x2, x1x2。

Example 25. n = 2, N = 1, r1 = 3の場合、
Typeは [(2, 0)] , [(2, 1)] , [(2, 2)] , [(2, 3)] , [(2, 4)] , [(1, 0), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 0)] ,

[(1, 2), (1, 0)] [(1, 1), (1, 1)] , [(1, 2), (1, 1)] , [(1, 2), (1, 2)].
その内 central typeは [(2, 2)] , [(2, 3)] , [(2, 4)] , [(1, 0), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 0)] ,

[(1, 2), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 1)] , [(1, 2), (1, 1)] , [(1, 2), (1, 2)]の 9個.
各 central typeに対応するZの元は,
(1 2)x2

1+(1 2)x1x2+(1 2)x2
2, (1 2)x2

1x2+(1 2)x1x
2
2, (1 2)x2

1x
2
2, 1, x1+x2, x

2
1+x2

2, x1x2,
x2
1x2 + x1x

2
2, x

2
1x

2
2.

Example 26. n = 3, N = 1, r1 = 2の場合、
Type は [(3, 0)] , [(3, 1)] , [(3, 2)] , [(3, 3)] , [(2, 0), (1, 0)] , [(2, 1), (1, 0)] , [(2, 2), (1, 0)] ,

[(2, 0), (1, 1)] , [(2, 1), (1, 1)] , [(2, 2), (1, 1)] , [(1, 0), (1, 0), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 0), (1, 0)] ,
[(1, 1), (1, 1), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 1), (1, 1)].
その内 central typeは [(3, 2)] , [(3, 3)] , [(2, 1), (1, 0)] , [(2, 2), (1, 0)] , [(2, 1), (1, 1)] ,

[(2, 2), (1, 1)] , [(1, 0), (1, 0), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 0), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 1), (1, 0)] ,
[(1, 1), (1, 1), (1, 1)]の 10個.
各 central typeに対応するZの元は,
((1 2 3)+(1 3 2))(x1x2+x1x3+x2x3), ((1 2 3)+(1 3 2))x1x2x3, (1 2)(x1+x2)+(1 3)(x1+

x3)+(2 3)(x2+x3), (1 2)x1x2+(1 3)x1x3+(2 3)x2x3, (1 2)(x1+x2)x3+(1 3)(x1+x3)x2+
(2 3)(x2 + x3)x1, ((1 2) + (1 3) + (2 3))x1x2x3, 1, x1 + x2 + x3, x1x2 + x1x3 + x2x3, x1x2x3.

3. 主結果
Theorem 27. Z(An) =

⊕
T∈TypeC(B)

R(
∑
b∈BT

b)である。また、|TypeC(B)|は nの∏
ri-多重

分割の個数と等しい.

前半は第 2節で示した Lemmaより成り立つ。
後半については central typeの定義において,



(lk − 1)(rj − 1) ≤ δj,k ≤ lk(rj − 1)
を満たす δj,kは kに依らず rj個あることを用いて

∏
ri-多重分割に帰着する.

Example 28. n = 2, N = 1, r1 = 2の場合,
central type[(2, 1)] , [(2, 2)] , [(1, 0), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 1)]はそれぞれ,
2の 2-多重分割 ((2), ∅), (∅, (2)), ((1, 1), ∅), ((1), (1)), (∅, (1, 1))と対応する.

Example 29. n = 2, N = 1, r1 = 3の場合,
central type[(2, 2)] , [(2, 3)] , [(2, 4)] , [(1, 0), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 0)] , [(1, 2), (1, 0)] ,

[(1, 1), (1, 1)] , [(1, 2), (1, 1)] , [(1, 2), (1, 2)]はそれぞれ,
2の 3-多重分割 ((2), ∅, ∅), (∅, (2), ∅), (∅, ∅, (2)), ((1, 1), ∅, ∅), ((1), (1), ∅), ((1), ∅, (1)),

(∅, (1, 1), ∅), (∅, (1), (1)), (∅, ∅, (1, 1))と対応する.

Example 30. n = 3, N = 1, r1 = 2の場合,
central type[(3, 2)] , [(3, 3)] , [(2, 1), (1, 0)] , [(2, 2), (1, 0)] , [(2, 1), (1, 1)] , [(2, 2), (1, 1)] ,

[(1, 0), (1, 0), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 0), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 1), (1, 0)] , [(1, 1), (1, 1), (1, 1)] はそれ
ぞれ,

3の 2-多重分割 ((3), ∅), (∅, (3)), ((2, 1), ∅), ((1), (2)), ((2), (1)), (∅, (2, 1)), ((1, 1, 1), ∅),
((1, 1), (1)), ((1), (1, 1)), (∅, (1, 1, 1))と対応する.
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